
Òî÷å÷íûå ïîòåíöèàëû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

ÂÝÈ-�èëèàë Ô�ÓÏ "�ÔßÖ ÂÍÈÈÒÔ èì. àêàä. Å.È.Çàáàáàõèíà"

À.Ñ.×èõà÷åâ

Êðàñíîêàçàðìåííàÿ 12, 111250, Ìîñêâà, �îññèÿ

Àííîòàöèÿ

�àññìîòðåíû ìîäåëè òî÷å÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé, ïðèáëèæåííî îïè-

ñûâàþùèõ ðåàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Ââåäåíî ïîíÿòèå ¾òî÷å÷íîãî êëàñòåðà¿ - êîìïëåêñà çàðÿäîâ, êîòî-

ðûå ïðè íóëåâîì ðàçìåðå ñîçäàþò âîçìîæíîñòü ëîêàëèçàöèè ïðîá-

íîé ÷àñòèöû â îáëàñòè êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Èçó÷åíû ñîñòîÿíèÿ â îä-

íîìåðíûõ ñèñòåìàõ, à òàêæå â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ ñ ¾ëîêàëüíîé

èçîòðîïèåé¿.



Ââåäåíèå

Èñïîëüçîâàíèþ òî÷å÷íûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ìîäåëüíîãî îïèñàíèÿ àòîì-

íûõ ïðîöåññîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà � ñì., íàïðèìåð, [1℄,

[2℄. Ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó ñïîñîáñòâóåò âèäèìàÿ ïðîñòîòà îïèñàíèÿ

ïðè ïîìîùè δ - ïîòåíöèàëîâ, ñâÿçàííàÿ ñ âîçìîæíîñòüþ àíàëèòè-

÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì, îäíàêî, îáû÷íî íå èçó-

÷àåòñÿ ñïîñîá ñîçäàíèÿ ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóåìîé íóëåâûì ðàäèó-

ñîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ðåàëüíî ìàëîì

ðàçìåðå ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ïîâåäåíèè

ñèñòåìû èãðàåò îäèí ñâÿçàííûé óðîâåíü, òîãäà ñïîñîá ñîçäàíèÿ δ -

ïîòåíöèàëà îêàçûâàåòñÿ íå ñóùåñòâåííûì. Ïîäðîáíîìó òåîðåòè÷å-

ñêîìó èçó÷åíèþ ñâîéñòâ òî÷å÷íûõ ïîòåíöèàëîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû

[3℄, [4℄. Ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû, ðàññìàòðèâàþùèå òî÷íûå ðå-

øåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ î ðàçáåãàþùèõñÿ δ- ïîòåíöèàëàõ � [5℄,

[6℄, [7℄, èëëþñòðèðóþùèå âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäåëüíî-

ãî ìåòîäà. Ïîëíîå ñàìîñîãëàñîâàííîå îïèñàíèå ñèñòåì ñ òî÷å÷íûìè,



èëè ñ δ - ïîòåíöèàëàìè ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ êàê ñ òåîðåòè-

÷åñêîé, òàê è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷åê çðåíèÿ. Äàëåå èçó÷àþòñÿ

âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íûõ êëàñòåðîâ â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ è ñî-

ñòîÿíèÿ òî÷å÷íûõ ñèñòåì â òðåõìåðíûõ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ

ñèñòåìàõ.

Âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íûõ êëàñòåðîâ

Îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà

�àññìîòðèì, ñíà÷àëà, îäíîìåðíóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíè-

åì Øðåäèíãåðà ñëåäóþùåãî âèäà:

i
∂ψ

∂t
+

1

2

∂2ψ

∂x2
= V (x)ψ(x, t), (1)

ãäå ψ(x, t) - ïñè-�óíêöèÿ ýëåêòðîíà, x, t - êîîðäèíàòà è âðåìÿ, èñ-

ïîëüçóåòñÿ àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö: h̄ = m = 1. Åñëè ïîòåíöèàë

èìååò âèä V = −αδ(x), òî (1) èìååò ðåøåíèå: ψ = exp(−iα2t2 ) exp(−α|x|),



ãäå α - ãëóáèíà ñâÿçàííîãî óðîâíÿ Äàëåå áóäóò èçó÷àòüñÿ òîëüêî

ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îáîçíà÷àåìûå ψ(x).

�àññìîòðèì, êàêèì îáðàçîì ñòîðîííèå çàðÿäû ìîãóò ñîçäàòü ïîòåí-

öèàë V (x) = −αδ(x), , åñëè âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûì. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, çàïèñàííûì â áåçðàçìåð-

íûõ ïåðåìåííûõ: ∆V (x) = −4πρ(x) , ãäå ρ(x) -ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü

çàðÿäà îáúåêòà, ñîçäàþùåãî δ - ïîòåíöèàë, ýòîò îáúåêò äàëåå áóäåì

íàçûâàòü ¾êëàñòåðîì¿. Ïëîòíîñòü çàðÿäà êëàñòåðà óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ: ρ= α
4πδ

′′(x).. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíûé çà-

ðÿä êëàñòåðà q ðàâåí íóëþ -

∞
∫

−∞
ρ(x)dx = 0, òàêæå ðàâåí íóëþ äèïîëü-

íûé ìîìåíò - d1 =
∞
∫

−∞
xρ(x)dx = 0, è òîëüêî êâàäðàòè÷íûé ìîìåíò

îòëè÷åí îò íóëÿ: d2 =
∞
∫

−∞
x2ρ(x)dx = α

2π . Èç ïðèâåäåííûõ ðàññìîò-

ðåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óäåðæàíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû (ýëåêòðîíà)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì íàëè÷èå çàðÿ-

äà ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà â öåíòðå ñèñòåìû � ýëåêòðîí ìîæåò



áûòü ëîêàëèçîâàí, åñëè îí âçàèìîäåéñòâóåò ñ òî÷å÷íûì êëàñòåðîì,

õàðàêòåðèçóåìûì íóëåâûì çàðÿäîì, íî èìåþùèì îòëè÷íûé îò íóëÿ

êâàäðàòè÷íûé ìîìåíò. Ïðè ýòîì ïîëå êëàñòåðà âñþäó, êðîìå îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x = 0 ðàâíî íóëþ.

�àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà èìåþòñÿ äâà δ - öåíòðà, ò.å. ïîòåíöèàë

èìååò âèä:

V = −α1δ(x− x0)− α2δ(x+ x0). (2)

�åøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, õàðàêòåðèçóåìîãî

ãëóáèíîé óðîâíÿ

β2

2 , ìîæíî èñêàòü â âèäå:

ψ = a exp (− β|x− x0|) + b exp (− β|x+ x0|). (3)

Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (1) ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷èì ñèñòåìó:

aβ = α1(a+ b exp(−2βx0), bβ = α2(a exp(−2βx0) + b). (4)

Çäåñü a, b - êîíñòàíòû. Èç óñëîâèÿ íàëè÷èÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ýòîé

ñèñòåìû äëÿ a, b äëÿ âåëè÷èíû β ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå:

(β − α1)(β − α2) = α1α2 exp(−4βx0). (5)



Â ñëó÷àå, êîãäà α1 = α2 âîçìîæíû ñèììåòðè÷íîå è àíòèñèììåòðè÷-

íîå ðåøåíèÿ äëÿ ψ -�óíêöèè. Åñëè a = b, òî α = β
1+exp(−2βx0)

, à åñëè

a = −b, , òî α = β
1−exp(−2βx0)

.

�àññìîòðèì, äàëåå, âîçäåéñòâèå ïîëÿ ýëåêòðîíà, ñâÿçàííîãî äâóìÿ

öåíòðàìè, íà ñàìè ýòè öåíòðû � òî÷å÷íûå êëàñòåðû. Ïîëíàÿ ñèëà,

äåéñòâóþùàÿ íà êëàñòåð, âû÷èñëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë ñëåäóþùåãî âè-

äà:

F =
∫

dxρcl(x)E(x), (6)

ãäå ρcl - ïëîòíîñòü çàðÿäà êëàñòåðà, E(x) - ïîëå, ñîçäàâàåìîå ñâÿçàí-

íûì ýëåêòðîíîì. Ýòî ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ: div ~E = 4πρe,

ãäå ρe = |ψ|2. Ò.å. ïîëå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ:

dE

dx
= C2

0 | exp(−β|x− x0|+ | exp(−β|x+ x0|)|2 (7)

Ýòî óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýëåê-

òðîííîé ïëîòíîñòè, C0 - íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà. Ïîñêîëüêó ïëîò-

íîñòü çàðÿäà êëàñòåðà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå x = x0 îïðåäåëÿåòñÿ



êàê ρcl =
α
4πδ

′′(x− x0), ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýòîò êëàñòåð îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì:

F = α

∫

dx′δ′′(x′ − x0)E(x′) = −α
∫

dx′δ′(x′ − x0)E
′(x′) =

−4παC2
0

∫

dx′δ′(x′ − x0)( exp(−β|x′ − x0|) + exp(−β|x′ + x0|))2.

Ïðîèçâîäíàÿ ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè èìååò ðàçðûâ â òî÷êå, âáëè-

çè êîòîðîé ëîêàëèçîâàí êëàñòåð:

d

dx′
( exp(−β|x′ − x|) + exp(−β|x′ + x|))2 =

−2β( exp(−β|x′ − x0|) + exp(−β|x′ + x0|))×

( exp(−β|x′ − x|)sign(x′ − x0) + exp(−β|x′ + x|)sign(x′ + x0)).

�àçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñïðàâà è ñëåâà îò òî÷êè x = x0 ñî-

ñòàâëÿåò −2β(1 + exp(−2βx0)) exp(−2βx0), ÷òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñè-

ëîé, äåéñòâóþùåé íà êëàñòåð. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ïðåäïîëàãàåòñÿ,



÷òî çàðÿäû, ñîñòàâëÿþùèå êëàñòåð, óäåðæèâàþòñÿ íåýëåêòðîìàã-

íèòíûìè ñèëàìè, ïðåâîñõîäÿùèìè ñèëû ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêèõ

çàðÿäîâ. Ìîæíî, äàëåå, ïîêàçàòü, ÷òî ïîëíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà êëàñòåð, ëîêàëèçîâàííûé âáëèçè x = −x0 , ðàâíà ïî âåëè÷èíå è

ïðîòèâîïîëîæíà ïî íàïðàâëåíèþ ñèëå, äåéñòâóþùåé íà êëàñòåð â

òî÷êå x = x0 è â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ïî x ïñè-�óíêöèè ýëåêòðî-

íà êëàñòåðû îòòàëêèâàþòñÿ, à ïðè àíòèñèììåòðè÷íîé ïñè-�óíêöèè

êëàñòåðû ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó. Ïðè îòñóòñòâèè ñèììåòðèè

ñèñòåìû äëÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êëàñòåðû ìîæíî ïîëó÷èòü: |F | =
2abβ2 exp(−2βx0). Ñèëû ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî

íàïðàâëåíèþ Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ðàññìîòðåíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû

èìååò ñìûñë ïðè β > 0, ïðè ýòîì âåëè÷èíû α1,2 íå îáÿçàòåëüíî ïî-

ëîæèòåëüíû. Åñëè α2 = −α1 òî èç (6) ñëåäóåò: α1 = β√
1−exp(−4βx0)

.

Îòíîøåíèå

a
b
. = α1

β−α1 exp(−2βx0).

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû òåîðå-

òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ òî÷å÷íûìè ïîòåíöèàëàìè â îäíîìåð-

íûõ ñèñòåìàõ. Ýòè ïðîáëåìû èçó÷àëèñü òàêæå â ðàáîòå [8℄.



Èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî ïîòåíöèàëà

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî ïî-

òåíöèàëà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Â îòëè÷èå îò îáû÷íî èñïîëüçóåìîé

ìîäåëè ñ ïðîèçâîäíîé, èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò ïëàâíûé ïå-

ðåõîä ñîñòîÿíèÿ äâóõ öåíòðîâ â ñîñòîÿíèå îäíîãî öåíòðà ïðè óìåíü-

øåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè äî íóëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â òðåõìåðîì ñëó÷àå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òî÷å÷íûé

ïîòåíöèàë ñ ïðîèçâîäíîé îò ψ-�óíêöèè.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì

â ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò äâà öåíòðà, òî ïðè ñòðåìëåíèè ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó íèìè ê íóëþ íå ñóùåñòâóåò ïëàâíîãî ïåðåõîäà â ñîñòîÿ-

íèå îäíîãî öåíòðà. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ìîäè-

�èöèðîâàííàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â êîòîðîé òàêîé

ïëàâíûé ïåðåõîä âîçìîæåí.



Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðè íàëè÷èè îäíîãî òðåõìåðíîãî òî÷å÷íîãî

öåíòðà ñ ïðîèçâîäíîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
△ψ =

2π

α
(ψ+ ~r∇ψ)δ(~r) (8)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé m = h̄=1. Óðàâíåíèå

(8) îïèñûâàåò ñèñòåìó ñ åäèíñòâåííûì ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèåì:

ψ =
const

r
exp{−αr} exp {iα

2t

2
}, (9)

ãäå −α2

2 -ýíåðãèÿ åäèíñòâåííîãî ñâÿçàííîãî óðîâíÿ. Åñëè èìååòñÿ

äâà íåïîäâèæíûõ δ-öåíòðà ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ ~r = ±~r0, òî óðàâ-

íåíèå äëÿ ψ-�óíêöèè èìååò âèä:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
△ψ =

2π

α
{[ψ+ (~r − ~r0)∇ψ]δ(~r − ~r0) + (10)

[ψ+ (~r+ ~r0)∇ψ]δ(~r+ ~r0)}.

Îáû÷íî ðåøåíèå (10) èùåòñÿ â âèäå:

ψ = exp

{

iβ2t

2

}{

exp(−β|~r − ~r0|)
|~r − ~r0|

+
exp(−β|~r+ ~r0|)

|~r+ ~r0|

}

. (11)



Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëóáèíû óðîâíÿ β ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîò-

íîøåíèå:

α = β − exp(−2βr0)

2r0
. (12)

Èç (12) âèäíî, ÷òî ïðè r0 → 0 íå ñóùåñòâóåò ïëàâíîãî ïåðåõîäà ê

ñâÿçàííîìó ñîñòîÿèþ îäíîãî δ-öåíòðà. Ýòèì òðåõìåðíûé ñëó÷àé îò-

ëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî, ãäå òàêîé ïëàâíûé ïåðåõîä âîçìîæåí (ñì.

ïðåäûäóùèé ðàçäåë). Ïðè ýòîì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè ñëèÿíèè

äâóõ îäèíàêîâûõ δ-öåíòðîâ ïðîèñõîäèò óäâîåíèå êîíñòàíòû ñâÿçè

(β = 2α). Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå åñëè â (12) �îðìàëüíî ïîëîæèòü

r0 = 0 òî êîíñòàíòà ñâÿçè íå óäâàèâàåòñÿ, à, íàîáîðîò, ñòàíîâèòñÿ

â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, íå îïèñûâàåò ðåàëüíóþ �è-

çè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Îäíàêî è ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ íåò ïëàâíîãî

ïåðåõîäà ïðè r0 → 0. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì òàêîå ïðåäñòàâëå-

íèå òî÷å÷íîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðîå âìåñòî ïðîèçâîäíîé ñîäåðæèò

èíòåãðàë îò ψ-�óíêöèè. Ïóñòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
△ψ = −α

2

∫

K(~r, ~r′)d~r′ψ(~r′, t)δ(~r), (13)



ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K(~r, ~r′) = 1
|~r−~r′|. Ìîæíî óáåäèòüñÿ,÷òî

(13) èìååò ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, ñîâïàäàþ-

ùåå ñ (9). �àññìîòðèì, äàëåå, äâà òî÷å÷íûõ öåíòðà, ðàñïîëîæåííûõ

â òî÷êàõ ~r = ±r0, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
△ψ = −α

2

∫

d~r′ψ(~r′, t)
|~r − ~r′|

[δ(~r − ~r0) + δ(~r+ ~r0)]. (14)

Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ (11) â (14) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâ-

íåíèå:

−2π[δ(~r − ~r0) + δ(~r+ ~r0)] =

−α
2
{4π
β

+

∫

d~r′ exp(−β|~r′ + ~r0|)
|~r′ − ~r0||~r′ + ~r0|

}[δ(~r − ~r0) + δ(~r+ ~r0)].

Îòñþäà âìåñòî (12) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:

α =
β

1+ 1
2βr0

(1− exp(−2βr0))

(15)



Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî ïðè r0 → 0 β → 2α, ò.å. ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå

íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ñ óäâîåííîé êîíñòàí-

òîé ñâÿçè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå òî÷å÷íîãî ïîòåíöèà-

ëà â âèäå (13) àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðàññìàòðèâàåìóþ �èçè÷åñêóþ

ñèòóàöèþ. �àññìîòðèì, äàëåå, ñëó÷àé, êîãäà òî÷å÷íûå ïîòåíöèàëû

îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîíñòàíòàìè ñâÿçè - α1 è α2 è îïðåäåëèì

ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ òà-

êîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
△ψ = −1

2

∫

d~r′ψ(~r′, t)
|~r − ~r′|

[α1δ(~r − ~r0) + α2δ(~r+ ~r0)]. (16)

�åøåíèå (16), àíàëîãè÷íî ðàáîòå [9℄, èùåì â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ

ñëàãàåìûõ:

ψ =
a1

|~r − ~r0|
exp

[

iβ21t

2
− β1|~r − ~r0|

]

+

+
a2

|~r − ~r0|
exp

[

iβ22t

2
− β2|~r − ~r0|

]

+
b1

|~r+ ~r0|
exp

[

iβ21t

2
− β1|~r+ ~r0|

]

+

+
b2

|~r+ ~r0|
exp

[

iβ22t

2
− β2|~r+ ~r0|

]

. (17)



Ïîäñòàíîâêà (17) â (13) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

a1,2 = a1,2
α1

β1,2
+ b1,2

α2

2β21,2r0
(1− exp(−2β1,2r0)),

b1,2 = a1,2
α1

2β21,2r0
(1− exp(−2β1,2r0)) + b1,2

α2

β1,2
. (18)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ a1, b1 ñîâïàäàåò ñ

óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ äëÿ a2, b2 :
(

1− α1

β1

)(

1− α2

β2

)

=
α1α2

4β41r
2
0

(1− exp(−2β1r0))
2 , (19)

Åñëè r0 → 0, òî β1 = β2 = α1+α2. Äëÿ äâóõ áëèçêîëåæàùèõ öåíòðîâ

ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ñâÿçàííûé óðîâåíü. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâî-

âàíèÿ äâóõ óðîâíåé ðàçíîé ãëóáèíû îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ðàçíûõ



ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äëÿ β:

(

1− α1

β

)(

1− α2

β

)

=
α1α2

4β4r20
(1− exp(−2βr0)) , (20)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r0 èìååòñÿ 2 ðåøåíèÿ: β = α1 è β = α2.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òî÷å÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ â îäíîìåðíîé è

ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé òðåõìåðíîé çàäà÷àõ. Â îäíîìåðíîì ñëó-

÷àå ââåäåíî ïîíÿòèå òî÷å÷íîãî êëàñòåðà è ðàññìîòðåíî âçàèìîäåé-

ñòâèå òàêèõ êëàñòåðîâ. Ââåäåíà èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ â 3-õ ìåðíîì ñëó÷àå àäåêâàòíî îïèñûâàþùàÿ ñëèÿíèå

äâóõ öåíòðîâ.
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