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В последние годы приобрели популярность методы машинного обучения для решения диффе-
ренциальных уравнений[1]. Такой подход основывается на теоремах Колмогорова–Арнольда [2]  
и Цыбенко[3] о представлении функции в виде нейронной сети – суммы параметризованных сигмои-
дальных преобразований одномерных линейных функций. Данная методика схожа с методом Галёр-
кина [4], где в качестве базисных функций выбираются функции активации, удовлетворяющих тре-
бованиям теорем. Эти аппроксимации позволяют учитывать нелинейный и даже разрывный характер 
поведения исходной функции.

В качестве тестового примера решение уравнения математической физики в классе бесконечно 
гладких сигмоидальных функций в работе рассматривается одномерное линейное уравнение перено-
са с разрывным начальным условием в виде ступеньки:
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где константа a – скорость переноса. Нейросетевое решение уравнения было проверено сравнением 
с точным решением: u x t u x at, .� � � �� �0  

Для решения уравнения (1) выбрана аппроксимация с помощью однослойной нейронной сетью  
с сигмоидальной функцией:
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где Wi ,  Ai ,  Bi ,  Ci ,  D (3) – поисковые параметры («веса») нейронной сети, � s s� � � � �� �1 1 exp( ) , 
K – число нейронов.

Современные программные технологии тензорной библиотеки torch позволяют эффективно ис-
пользовать продвинутые математические алгоритмы при работе с нейронными сетями. Для задач оп-
тимизации предоставляются модификации стохастического градиентного спуска для произвольного 
количества параметров. Также предусмотрено вычисление точных производных функций от поиско-
вых параметров (3) методами автоматического дифференцирования. Поэтому для решения уравнения 
переноса можно записать производные от аппроксимации (2), что позволяет аппроксимировать диф-
ференциальную часть:
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Последним шагом осуществляется минимизация по параметрам (3) невязки L в виде суммы норм 
L2  дифференциального уравнения и начальных условий с использованием оптимизатора Adam из 
модуля torch языка Python:
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Было выяснено, что за счет выбранного класса бесконечно гладких сигмоидальных функций (2) 
при большом значении поискового параметра A при x достигается необходимая точность описания 
разрыва (см. рис. 1) для всего интервала времени t. Это позволяет получить разрывное решение урав-
нения переноса с необходимой точностью.

Также проводится сравнение точностей полученного нейросетевого решения с сеточными методи-
ками различного порядка точности.
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Рис. 1. Стягивание сигмоиды в функцию Хевисайда в зависимости от параметра при x:  

а – область определения от −5 до 5; б – увеличение в 800 раз
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