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Исходные дифференциальные
уравнения в осесимметричном случае
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где

∇ ·U =
𝜕𝑈 𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕𝑈 𝑧

𝜕𝑧
,

𝑃 – давление, e𝛼 – единичные орты цилиндрической
системы координат 𝑟𝑧, ∇ = (𝜕/𝜕𝑟, 𝜕/𝜕𝑧)T, U = (𝑈 𝑟, 𝑈 𝑧)T –
скорость вещества, 𝜌 – плотность вещества, 𝑒 – удельная
внутренняя энергия.
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Осесимметричный CSPH
Рассматривая скалярную функцию 𝐹 , заданную в
полуплоскости 𝑟𝑧 (𝑟 > 0) можно записать аппроксимацию
через сглаживающее ядро 𝑊 :

𝐹 (r) =

∫︁
𝑑𝑠′𝐹 (r′)𝑊 (

⃒⃒
r′ − r

⃒⃒
/ℎ;ℎ) +𝑂(ℎ), (4)

где 𝑑𝑠 = 𝑑𝑟 · 𝑑𝑧 – элемент площади, r = (𝑟, 𝑧)𝑇 .
Пусть 𝑚𝑎 – масса тороидального
элемента вещества (SPH-частицы)
радиусом 𝑟𝑎 с площадью поперечного
сечения 𝑆𝑎 = 𝑚𝑎

2𝜋𝑟𝑎𝜌𝑎
. SPH-оценки для

дифференциальных операторов:

⟨∇𝐹 ⟩𝑎 =
∑︁
𝑏

𝐹𝑏
𝑚𝑏

2𝜋𝑟𝑏𝜌𝑏
∇𝑎𝑊𝑎𝑏;

⟨∇ · F⟩𝑎 =
∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝑟𝑏𝜌𝑏
F𝑏 ·∇𝑎𝑊𝑎𝑏.

(5)

3



Осесимметричный CSPH

Пусть 𝑓(𝑟;𝐴) – некоторая гладкая функция радиальной
координаты, зависящая от 𝐴 как от параметра. Для
аппроксимации градиента давления рассмотрим следующее
тождество:

∇𝑃 =
∇(𝑓(𝑟;𝐴)𝑃 )− 𝑃∇𝑓(𝑟;𝐴)

𝑓(𝑟;𝐴)
=

∇(𝑓(𝑟;𝐴)𝑃 ) + 𝑃∇𝑓(𝑟;𝐴)

𝑓(𝑟;𝐴)
− 2𝑃

𝑓 ′(𝑟;𝐴)

𝑓(𝑟;𝐴)
e𝑟. (6)

Для аппроксимации дивергенции скорости рассмотрим
следующее тождество:

∇ ·U =
∇ · (𝑓(𝑟;𝐴)U)−U ·∇𝑓(𝑟;𝐴)

𝑓(𝑟;𝐴)
. (7)
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Осесимметричный CSPH

𝑑𝜀𝑎
𝑑𝑡

=
∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝑟𝑏

𝑓(𝑟𝑏;𝐴)

𝑓(𝑟𝑎;𝐴)
(U𝑏 −U𝑎) ·∇𝑎𝑊𝑎𝑏 +

𝑈 𝑟
𝑎

𝑟𝑎
. (8)

𝑑U𝑎

𝑑𝑡
= −

∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎𝑟𝑏

𝑓(𝑟𝑏;𝐴)

𝑓(𝑟𝑎;𝐴)
(𝑃𝑎+𝑃𝑏)∇𝑎𝑊𝑎𝑏+2

𝑃𝑎𝑓
′(𝑟𝑎;𝐴)

𝜌𝑎𝑓(𝑟𝑎;𝐴)
e𝑟.

(9)

𝑑𝐸𝑎

𝑑𝑡
=

𝑑𝑒𝑎
𝑑𝑡

+U𝑎 ·
𝑑U𝑎

𝑑𝑡
=

−
∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎𝑟𝑏

𝑓(𝑟𝑏;𝐴)

𝑓(𝑟𝑎;𝐴)

𝑃𝑎 + 𝑃𝑏

2
(U𝑏 +U𝑎) ·∇𝑎𝑊𝑎𝑏+(︂

2𝑓 ′(𝑟𝑎;𝐴)

𝑓(𝑟𝑎;𝐴)
− 1

𝑟𝑎

)︂
𝑃𝑎𝑈

𝑟
𝑎

𝜌𝑎
. (10)
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Осесимметричный CSPH
Далее будем полагать параметр 𝐴 в уравнениях (9), (8), (10)
равным 𝑟𝑎. Как видно из уравнения (9), чтобы полный
импульс сохранялся нужно потребовать, чтобы выполнялось
Условие 1.

𝑓(𝑟𝑏; 𝑟𝑎)

𝑟𝑏𝑓(𝑟𝑎; 𝑟𝑎)
=

𝑓(𝑟𝑎; 𝑟𝑏)

𝑟𝑎𝑓(𝑟𝑏; 𝑟𝑏)
, ∀𝑟𝑎, 𝑟𝑏.

Из уравнения (10) следует, что для консервативности
уравнения полной энергии необходимо потребовать, чтобы
выполнялось
Условие 2.

2
𝑓 ′(𝑟𝑎; 𝑟𝑎)

𝑓(𝑟𝑎; 𝑟𝑎)
=

1

𝑟𝑎
.

Не ограничивая общности, будем считать, что 𝑓(𝑟𝑎; 𝑟𝑎) = 1
при любом 𝑟𝑎. Функцию 𝑓(𝑟; 𝑟𝑎) будем искать в виде

𝑓(𝑟; 𝑟𝑎) =
1

𝑟𝑎
𝑔(𝑟,𝑟𝑎), (11)

где 𝑔(𝑟,𝑟𝑎) = 𝑔(𝑟𝑎,𝑟), 𝑔(𝑟𝑎, 𝑟𝑎) = 𝑟𝑎, 𝑔
′(𝑟𝑎, 𝑟𝑎) = 1/2.
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Осесимметричный CSPH

После подстановки контактных значений:

𝑑𝜀𝑎
𝑑𝑡

= −
∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝑟𝑏ℎ𝑎𝑏
𝑓(𝑟𝑏; 𝑟𝑎)2(𝑈

𝑅*
𝑎𝑏 − 𝑈𝑅

𝑎 )𝑊 ′
𝑎𝑏 +

𝑈 𝑟
𝑎

𝑟𝑎
. (12)

𝑑U𝑎

𝑑𝑡
= −

∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎𝑟𝑏
𝑓(𝑟𝑏; 𝑟𝑎)2𝑃

*
𝑎𝑏∇𝑎𝑊𝑎𝑏 +

𝑃𝑎

𝜌𝑎𝑟𝑎
e𝑟. (13)

𝑑𝐸𝑎

𝑑𝑡
=

∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎𝑟𝑏ℎ𝑎𝑏
𝑓(𝑟𝑏; 𝑟𝑎)2𝑃

*
𝑎𝑏𝑈

𝑅*
𝑎𝑏 𝑊 ′

𝑎𝑏, (14)
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Осесимметричный CSPH

𝑔(𝑟, 𝑟𝑎) Схема Название
𝑑𝜀𝑎
𝑑𝑡 = −

∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏ℎ𝑎𝑏

2√
𝑟𝑎𝑟𝑏

(𝑈𝑅*
𝑎𝑏 − 𝑈𝑅

𝑎 )𝑊 ′
𝑎𝑏 +

𝑈𝑟
𝑎

𝑟𝑎

√
𝑟𝑟𝑎

𝑑U𝑎

𝑑𝑡 = −
∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎

2√
𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏∇𝑎𝑊𝑎𝑏 +

𝑃𝑎

𝜌𝑎𝑟𝑎
e𝑟

“Среднее
геометр.”

𝑑𝐸𝑎

𝑑𝑡 =
∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎ℎ𝑎𝑏

2√
𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏𝑈

𝑅*
𝑎𝑏 𝑊 ′

𝑎𝑏

𝑑𝜀𝑎
𝑑𝑡 = −

∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏ℎ𝑎𝑏

4
𝑟𝑎+𝑟𝑏

(𝑈𝑅*
𝑎𝑏 − 𝑈𝑅

𝑎 )𝑊 ′
𝑎𝑏 +

𝑈𝑟
𝑎

𝑟𝑎

2𝑟𝑎𝑟
𝑟+𝑟𝑎

𝑑U𝑎

𝑑𝑡 = −
∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎

4
𝑟𝑎+𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏∇𝑎𝑊𝑎𝑏 +

𝑃𝑎

𝜌𝑎𝑟𝑎
e𝑟

“Среднее
арифм.”

𝑑𝐸𝑎

𝑑𝑡 =
∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎ℎ𝑎𝑏

4
𝑟𝑎+𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏𝑈

𝑅*
𝑎𝑏 𝑊 ′

𝑎𝑏

𝑑𝜀𝑎
𝑑𝑡 = −

∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏ℎ𝑎𝑏

(𝑟𝑎+𝑟𝑏)
𝑟𝑎𝑟𝑏

(𝑈𝑅*
𝑎𝑏 − 𝑈𝑅

𝑎 )𝑊 ′
𝑎𝑏 +

𝑈𝑟
𝑎

𝑟𝑎

𝑟𝑎+𝑟
2

𝑑U𝑎

𝑑𝑡 = −
∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎

(𝑟𝑎+𝑟𝑏)
𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏∇𝑎𝑊𝑎𝑏 +

𝑃𝑎

𝜌𝑎𝑟𝑎
e𝑟

“Среднее
гармон.”

𝑑𝐸𝑎

𝑑𝑡 =
∑︀
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎ℎ𝑎𝑏

(𝑟𝑎+𝑟𝑏)
𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏𝑈

𝑅*
𝑎𝑏 𝑊 ′

𝑎𝑏

8



Консервативность: сжатие оболочки

- начальная
радиальная
скорость
оболочки

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
t ( )

1.000

1.005

1.010

1.015

1.020

1.025

1.030

. CSPH

. CSPH . .

Изменение полной энергии в цилиндрической задаче Верни
при использовании предлагаемой осесимметричной схемы
CSPH “среднее гармоническое” и схемы осесимметричного
метода CSPH А.Н. Паршикова [Parshikov и др. 2000].
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Условие вблизи оси

Ось симметрии

Фиктивные
частицы

Реальные 
частицы

Около оси осуществляется локальный переход на схему
осесимметричного метода CSPH А.Н. Паршикова [Parshikov

и др. 2000] с отражением частиц за ось симметрии.
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Консервативность: соударение капель

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

t, 

0.93

0.94

0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1.00

Предложенный осесим. CSPH
Осесим. CSPH Паршикова А. Н.

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

t, 

0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

Предложенный осесим. CSPH
Осесим. CSPH Паршикова А. Н.

Изменение полного импульса и полной энергии в задаче о
столкновении двух капель жидкого олова при использовании

предлагаемой осесимметричной схемы CSPH “среднее
гармоническое” и схемы осесимметричного метода CSPH

А.Н. Паршикова [Parshikov и др. 2000].
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Корректировка (TKC)
Подробнее см. [Rublev и др. 2024].

𝑑𝜀𝑎
𝑑𝑡

= −
∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏

𝑟𝑎 + 𝑟𝑏
𝑟𝑎𝑟𝑏

(𝑈
*𝑅
𝑎𝑏 − 𝑈

𝑅

𝑎 )
𝑊 ′

𝑎𝑏

ℎ𝑎𝑏
+

𝑈𝑟
𝑎

𝑟𝑎
, (15)

𝑑U𝑎

𝑑𝑡
= −

∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑏𝜌𝑎

𝑟𝑎 + 𝑟𝑏
𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏L

−1
𝑎𝑏 ·∇𝑎𝑊𝑎𝑏 +

𝑃𝑎

𝜌𝑎𝑟𝑎
e𝑟. (16)

𝑑𝐸𝑎

𝑑𝑡
=

∑︁
𝑏

𝑚𝑏

2𝜋𝜌𝑎𝜌𝑏

𝑟𝑎 + 𝑟𝑏
𝑟𝑎𝑟𝑏

𝑃 *
𝑎𝑏𝑈̃

*𝑅
𝑎𝑏 𝑊 ′

𝑎𝑏. (17)

где 𝑈
𝑅

𝑎 = U𝑎 ·
(︀
L−1
𝑎 · e𝑅𝑏𝑎

)︀
, 𝑈̃𝑅

𝑎 = U𝑎 ·
(︀
L−1
𝑎𝑏 · e𝑅𝑏𝑎

)︀
,

L−1
𝑎𝑏 = 1

2 (L
−1
𝑎 + L−1

𝑏 ). 𝑈
*𝑅
𝑎𝑏 , 𝑃 *

𝑎𝑏 и 𝑈̃*𝑅
𝑎𝑏 вычисляются по формулам

𝑈
*𝑅
𝑎𝑏 =

𝑈
𝑅

𝑙 𝑍𝑙 + 𝑈
𝑅

𝑟 𝑍𝑟 + (𝑃𝑙 − 𝑃𝑟)

𝑍𝑙 + 𝑍𝑟
,

𝑈̃*𝑅
𝑎𝑏 =

𝑈̃𝑅
𝑙 𝑍𝑙 + 𝑈̃𝑅

𝑟 𝑍𝑟 − 𝑃𝑟 + 𝑃𝑙

𝑍𝑙 + 𝑍𝑟
,

𝑃 *
𝑎𝑏 =

𝑃𝑟𝑍𝑙 + 𝑃𝑙𝑍𝑟 − 𝑍𝑙𝑍𝑟

(︁
𝑈̃𝑅
𝑟 − 𝑈̃𝑅

𝑙

)︁
𝑍𝑙 + 𝑍𝑟

.
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Распад разрыва в идеальном газе
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 TKC-MUSCL-SPH
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,
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3

 
 TKC-MUSCL-SPH

Цилиндрический тест Сода
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Тест Тейлора

(c)(b)(a)

, м
/с

, м
/с

, м
/с

Моделирование удара стального цилиндра по твёрдой
стенке. Начальная длина цилиндра 𝐿0 = 0.81 см, диаметр

равен 𝐷0 = 0.762 см. Скорость удара равна 343м/с.
Раскраска выполнена по скорости. (a) Момент соударения,

(b) 5мкс (c) 11мкс.
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Тест Тейлора

Осесимметричный

Сравнение результатов моделирования удара стального
цилиндра по твёрдой стенке трёхмерным методом

MUSCL-SPH в декартовых координатах и предлагаемым
осесимметричным методом MUSCL-SPH. Начальная длина

цилиндра 𝐿0 = 0.81 см, диаметр равен 𝐷0 = 0.762 см.
Скорость удара равна 343м/с. Показан момент времени

𝑡 = 11мкс.
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Тест Тейлора

1024 × 101 6 × 101 2 × 102 3 × 102

D ( m)

102

103

104

ti
m

e
 (

s)

Proposed axisymmetric CSPH

3D simulation

Сравнение времени моделирования удара стального
цилиндра по твёрдой стенке методом MUSCL-SPH при
разных размерах частиц в двумерном осесимметричном

случае и в трёхмерном декартовом случае на 16
вычислительных ядрах.
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Пробитие тонких преград
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MUSCL-SPH
Теоретическая оценка

Δ𝑈 ∼=
𝜌𝑆

2𝑚
𝐻𝑈, (18)

Пробитие тонких преград. Изменение скорости шарика при
столкновении с тонкой преградой. Сплошная черная линия
соответствует теоретической формуле (18), маркеры –
результатам расчётов.
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Пробитие тонких преград

Пробитие тонкой преграды PMMA стальным шариком.
Моделирование производилось осесимметричным методом

MUSCL-SPH. 𝐻 = 3.28мм, 𝑈 = 3460м/с. На рисунке
представлен момент времени 11.7мкс.
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Постановка задачи

32.5 см

93 см

109.25 см

5 см

Датчики давления

200 г
гексогена

гексоген
200 г

94 см

67 см

см

Смесь песка и цемента
в соотношении 15:1

Датчики давления

Постановка 1

Смесь песка и цемента
в соотношении 15:1Постановка 2

127.5 
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Заряд ВВ

Песчаный цилиндр

Песчаные крышки

Деревянная подставка

Стальная ножка

мс мсмсмс

Взрыв внутри песчаного цилиндра в первой постановке:
динамика разрушения песчаной преграды. На рисунках
показано распределение материалов в разные моменты

времени.
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Эксперимент 1
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Максимальный прирост давления в датчиках по отношению
к атмосферному давлению в первом эксперименте: (a) взрыв

в воздухе, (b) взрыв в защитном песчаном цилиндре.
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Эксперимент 2
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Максимальный прирост давления в датчиках по отношению
к атмосферному давлению во втором эксперименте: (a)

взрыв в воздухе, (b) взрыв в защитном песчаном цилиндре.
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