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Плазма с коррелированными неидеальными ионами

Ион-ионный кулоновский параметр неидеальности

Γ ∼ EКул.

Eкин.
, Γ ≡ Z

2
e2

r0T
, r0 =

(
3

4πn0I

)1/3

, kB = 1

Z — средний заряд иона, n0I = NAρ/A — концентрация ионов

• Γ � 1 — газ идеальных
ионов (Дебай);

• 1 6 Γ 6 150 — режим
тëплого и горячего плот-
ного вещества (WDM);

• Γ > 150 ÷ 220 — фазо-
вый переход («?») в со-
стояние плазменного ку-
лоновского ионного кри-
сталла (Вигнер)

Пример:

2D динамическая плазменная фазовая пла-
стинка для CO2 лазера, 400 пс после облу-
чения, углеродные микронити с Te = Ti ∼
0,1 кэВ
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Получение УРС в моделях среднего атома
с учётом ионных кореляций

Первые
принципы

Кластерное
разложение

Построение
свободной

энергии

Правила
линейного

смешивания

Уравнения
Орнштейна-
Цернике для

QTCP / QMCP
{e; I: «1», … «N»}.

Замыкания

Редукция
к эффективной
ОКП-И / МКП-И

Уравнения ОЦ
для классической

ОКП-И / МКП-И
{e; «1», … «N»}.

Замыкания

Выражения
для свободной

энергии
Гельмгольца F
или большого

термодинамического
потенциала

Порядок Т/Д
теории

возмущений

Уравнения
(«электронные»)

для модели 
среднего атома

(АА)

Квантовое
или

квазиклассическое
описание?

Вариационные
принципы:

минимизация F

Объединение
моделей Входные данные:

1. Температура
2. Плотность

3. Заряды ядер
4. Атомные веса

5. Массовые доли

Система
уравнений

для
«бесконечного»
среднего атома

с ионными
корреляциями

Итера-
ционное
решение

Электронные
функции:
1.отклика,

2. обменные

Рассмотрение
ad hoc

приближений

Численные
методы
и схемы

«Электронный»
и «ионный»
алгоритмы

Само-
согласованная
СТРУКТУРА:
- потенциалы,

-РФР,
- средняя
ионизация

Классическая
ПАМД

Определения
корреляционных

функций

Вириальный
УРС ТПВ

с неидеальными
ионами

Переносные
свойства

ТПВ

Структур-
ные

факторы

Экспериментальные
данные XRTS или
 дифракционные

Сравнение
и проверка

Расчёт
свободной энергии

Гельмгольца F

Зависимости
F от плотности

и
температуры

Численное
дифференци-

рование

Согласованный
УРС ТПВ

с неидеальными
коррелированными

ионами

Проверка
(ПАМД, КМД)

Эксперимен-
тальная
проверка

Приложения
ФВПЭ

� — утверждения и результаты, © — действия и преобразования,

dF = −SdT − pdV ⇒ p = −
(
∂F
∂V

)
|T
, E = F + TS − Ẽ0 = F − T

(
∂F
∂T

)
|V
− Ẽ0

Свободная энергия
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Описание корреляций ионов в различных моделях плазмы
• Томас-Ферми-Дирак, INFERNO, VAAQP⇐ gII(r) = Θ (r − r0)
• THERMOS, RESEOS⇐ Феноменология — заряженные твёр-
дые сферы: эффекты исключённго объёма + ОКП взаимо-
действующих ионов (грубая поправка к давлению)

• Химические модели ⇐ Феноменология — твёрдые сферы:
эффекты исключённого объёма + ОКП взаимодействующих
ионов (согласованное описание посредством F)

• F. Perrot, Y. Rosenfeld ⇐ TF + V effII [r, gII , Vtot [gII ]] +
+ уравнения Орнштейна-Цернике (ОЦ) для РФР gII(r)

⇓ Vel [gII ] ⇒ ne [Vel] ⇒ VII [ne, cIe, cee, ...] ⇒ gII(r) 	

• QHNC ⇔ Средний атом
⋃

Модель (e-I) TCP
⋃

«желе»
• Б. Ф. Рожнаи ⇐ cIe, cII — «чистое» кулоновское взаимо-
действие без ЛПК (локально-полевой коррекции) +
+ gII — из системы уравнений ОЦ

• TFSC, QMSC (Ч. Е. Старретт и Д. Саумон) ⇐ cIe, cII —
с ЛПК + gII — из системы уравнений ОЦ с гипецепным
приближением (ГПЦ)
...
Система уравнений ОЦ — J.-P. Hansen, I. R. McDonald. Theory of Simple Liquids. — N.-Y.,
«Acad. Press» (2006).
Замыкание ГПЦ — J. M. J. van Leeuwen, J. Groeneveld, J. de Boer. Physica 25, 792 (1959).
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Модель Старретта и Саумона: обощение на случай смесей(
βe = βi = β = 1/T ; i = 1, N, N— число различных сортов ионов

)

A(1)
κ1

A(2)
κ2
...A(N)

κN ⇒ ωi =
κiA(i)

N∑
j=1

κjA(j)

, xi =
κi
N∑
j=1

κj
,


N∑
i=1

ωi = 1,

N∑
i=1

xi = 1.

Ftot =

N∑
i=1

ωiFi =

N∑
i=1

ωi
(
F idi + F eli + F xci

)
,

 lim
r→∞

nei (r) = n0e = invar ⇒ 4nei (r) = nei (r)− n0e,

lim
r→∞

ni (r) = n0i ⇒ 4ni (r) = ni (r)− n0i
(
n0i ≡ ωintot 6= n0i

)
.

Fi = Fi+FCi = Fi+
∫
V∞

dr
(
V CNiei (r)4 nei (r) + V CNii (r)4 ni (r)

)
.

Fi = F idi + Fexi = F idei + F idIi + Fexi ,

F eli +F xci = Fexi +FCi = Fexi −Zi
∫
V∞

dr

r
(4nei (r)− Z?i 4 ni (r))︸ ︷︷ ︸

≡ NIei (r)

.
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Выражения для свободной энергии Гельмгольца
Общая схема. «Идеальногазовые» вклады

Fi =
(
F idIi + F idei

)
︸ ︷︷ ︸

F idi

+
(
F el0i +4F eli

)
︸ ︷︷ ︸

Feli

+
(
F xc0i +4F xciei +4F xcii +4F xceiei

)︸ ︷︷ ︸
Fxci

Кластерное разложение для «идеальногазовых» «I» и «e» вкладов:

F idIi =
1

β
ln

∣∣∣∣n0
iΛ

3
i

e

∣∣∣∣+
n0
i

β

∫
V∞

dr

(
gii (r) ln

∣∣∣∣n0
i gii (r) Λ3

i

e

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣n0
iΛ

3
i

e

∣∣∣∣) ,
F idei =

1

n0
I

[
n0
eµ
id
ei −

2

3β
CTF I3/2

[
βµidei

]]
+

+

∫
V∞

dr

[
nei (r)

Φi (r)

β
− 2

3β
CTF

(
I3/2 [Φi (r)]− I3/2

[
βµidei

])
− n0

eµ
id
ei

]
,

CTF =

√
2

π2β3/2
; Φi (r) = β

[
µidei − V

eff
Niei

(r)
]
, nei (r) = CTF I1/2 [Φi (r)] .

↑ Коррелированные {ei, i} «газы» (невзаимодействующие частицы)
Λ = const — ионная длина волны де Бройля, CTF = const.
Кластерное разложение — T. Blenski, B. Chichoki. Phys. Rev. E 75, 0056402 (2007).
Ионный вклад (без кластерного разложения) FidI — J.-P. Hansen, I. R. McDonald. Theory of Simple
Liquids. — N.-Y., «Acad. Press» (2006).
Электронный вклад (без кластерного разложения) Fide — J. Clérouin, E. L. Polloc, G. Zerah. Phys.
Rev B 46, 5130 (1992).
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Выражения для свободной энергии Гельмгольца
Корреляционная теория второго порядка

4Fexi = Fexi − (Fexi )0 = Fexi −
f0
i

n0
i

=
S∑
p=1

1

p!

2∑
α1=1

...
2∑

αp=1

∫
V∞

dr1...drp×

×
(

δpFexi
δ4 nα1 (r1) ...δ4 nαp (rp)

)
|0α1

...0αp

p∏
t′=1

4nαt′ (rt′) ,

0αp ⇔ V CNiαp(r) =
1

r

{
ZiZ

?
i , αp = 1,

−Zi, αp = 2
→ 0.

S ≡ 2 ⇒ 4Fexi =

2∑
α=1

∫
V∞

dr

(
δFexi

δ4 nα (r)

)
|0α︸ ︷︷ ︸

≡µexα

4nα (r) +

+
1

2

2∑
α=1

2∑
β=1

∫
V∞

drdr′
(

δ2Fexi
δ4 nα (r) δ4 nβ (r′)

)
|0α0β︸ ︷︷ ︸

≡−cαβ(|r−r′|)/β

4nα (r)4nβ (r′) .

cαβ(|r− r′|) = c̃αβ(|r− r′|)− βV Cαβ(|r− r′|).
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Обменный и корреляционный вклады в свободную энергию

F xci = F xc0i +4F xcii +4F xciei +4F xceiei

4F xcii =
−1

2β

∫
V∞

drdr′ c̃ii
[
(|r− r′|), n0e

]
4 ni (r)4 ni (r′) ,

4F xciei =
−1

β

∫
V∞

drdr′ c̃eii
[
(|r− r′|), n0e

] (
4nei (r)− nionei (r)

)
4ni (r′) ,

4F xceiei =
−1

2β

∫
V∞

drdr′ c̃eiei
[
(|r− r′|), n0e

]
4 nei (r)4 nei (r′) .

В текущем варианте модели используется кластерное
разложение для электронного обменного вклада:

(F xci )
0

+4F xceiei =

=
−3

4

(
3

π

)1/3
(n0e)4/3

n0i
−
∫
V∞

dr
(
n4/3ei (r)−

(
n0e
)4/3) .
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Электростатический вклад в свободную энергию
РФЯЦ-ВНИИТФ → F eli — из разложения в ряд Тэйлора:

F eli = F el0i +4F eli , F el0i = µexei

∫
V∞

dr4 nei (r) + µexi

∫
V∞

dr4 ni (r) ,

4F eli = −Zi
∫
V∞

dr
NIei (r)

r
+

1

2

∫
V∞

drdr′
NIei (r)NIei (r′)

|r− r′| ,

NIei (r) ≡ 4nei (r)− n0
e 4 ni (r) /n0

i .

ЛАНЛ → F eli — из усреднения сумм по ионной псевдорешётке:

F eli =
(
F elNS

)
i

+ 〈F elS 〉i,
(
F elNS

)
i

=
1

2

∫
V∞

drnPAei (r)

[
−Zi
r

+ V PAi (r)

]
,

nPAei (r) ≡ nei (r)− nion
ei (r) , V PAi (r) ≡ −Zi

r
+

∫
V∞

dr′
nPAei (r′)

|r− r′|

〈F elS 〉i =
1

2

−ZiV extNei (r = 0) +

∫
V∞

drnPAei (r)V extNei (r)

 ,
V extNei (r) = n0

i

∫
V∞

dr′gii
(
|r− r′|

)
V PAi

(
r′
)
.

C. E. Starrett, D. Saumon. Phys. Rev. E 87, 013104 (2013), Phys. Rev. E 93, 063206 (2016).
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Схема Л. С. Орнштейна – Ф. Цернике
Способ приближённого учёта многочастичных взаимодействий

Однокомпонентная система:

1

3

2

0

h(3,2)

h(1,2),  c(1,2)

c(1,3)

r

3r

2

r1

Двухкомпонентная система:

s
h(s,s), c(s,s)

h(s,s)

h(r,r),

c(r,r)

c(
s,

s)

c(r,r)

h(
r,r

)

h(
r,

s)
, 

c(
r,

s)

h(r,s)

c(r,s)

c(
s,

s)

h(
r,r

)

c(r,s)

h(r,s)
c(r,s

)

h(r,s)

s

r

s

rr

(1)→ h (r) = c (r) + n0
I

∫
V∞

dr′h
(
r′
)
c
(
|r− r′|

)
(2)→ hrs (r) = crs (r) + n0

s

∫
V∞

dr′hrs
(
r′
)
css
(
|r− r′|

)
+

+n0
r

∫
V∞

dr′hrr
(
r′
)
crs
(
|r− r′|

)
c — прямая парная корреляционная функция;
h — полная парная корреляционная функция.
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Система уравнений Орнштейна-Цернике-Чиары
Редуцированная форма для N различных сортов ионов

Матричная форма уравнений ОЦ для классических ионов:

ĥ(k) = ĉ(k)+ĉ(k)D̂ĥ(k), Dij = δijn0j ,

{
ĥ(k) = {hij}Ni,j=1 : ĥ = ĥT ,

ĉ(k) = {cij}Ni,j=1 : ĉ = ĉT .

Набор уравнений-замыканий для системы ОЦ:

hij(r) + 1 = exp (−βVij(r) + hij(r)− cij(r) + Eij(r)) , i, j 6 N,

«Рецепт» для эффективных ион-ионных потенциалов:

Vij(k) = 4π
Zi · Zj
k2

−ceii(k)

β
nscr
ej (k), ceii(k) = −βnscr

ei (k)/χ′ee(k),

Zi =

∫
V∞

drnscr
ei (r), χ′ee(k) =

χ0
ee(k)

1 + χ0
ee(k)cee(k)/β

,

nscr
ei (r) = nPA

ei (r)− nion
ei (r) = nei(r)− next

ei (r)− nion
ei (r).



А. Л. Фальков

Введение
Ионные
корреляции
Основные цели
исследования

Теория: ионные
корреляции
Обзор моделей

Метод
Старретта и
Саумона
Случай смесей
«Идеальный»
газ
Теория 2-ого
порядка

Результаты:
структура
РФР для
смесевой
плазмы

Результаты:
термодинамика
Изотермы
давления

Выводы и
перспективы

с. 13

Парциальные ионные РФР для плазмы CH1,36
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TFIS-M vs OFMD. ED : TH−H ∼ 20 kK, TC−H ∼ TC−C ∼ 50 kK
× — OFMD данные: C. E. Starrett, D. Saumon et al. Phys. Rev. E 90, 033110 (2014).
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RTO — изохоры параметра трансляционного порядка
Замечание о границах применимости методики. Li7H, ρ = 0,78 г/см3
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R
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r
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r
(i,j)
max∫
0

dr (gij(r)− 1)
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Вопрос пересечения изотерм полного давления,
рассчитанных в рамках модели, учитывающей ионные корреляции

101

102

103

104

105

106

107

100 101 102
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P
a

ρ, g/cm3

10 eV

2000 eV

TFIS: - 60%
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0,5%

Pb,  Z = 82,  ρ0 = 11,35 g/cm3

pe+pI
(IG), TFD-model

sTFD

TFIS

TFSC

sTFD vs TFIS/TFSC (модели с ионными корреляциями)
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Главная ударная адиабата алюминия
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L. P. Volkov et al., 1981
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A. S. Vladimirov et al., 1984
V. A. Simonenko et al., 1985

E. N. Avrorin et al., 1986
M. D. Knudson et al., 2003
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Составляющие полного давления. Al, изотерма 5 эВ
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Выводы. Основные результаты
Микроструктура вещества и термодинамические функции

1 РФР для тёплого и горячего плотного простого вещества, рас-
считанные с использованием кода TFSC/QMIS «Элегия», в кото-
ром реализованы квазиклассическая и квантовая версии модели
среднего атома Старретта и Саумона с ионными корреляциями,
хорошо согласуются с результатами первопринципного МД мо-
делирования.

2 Использование первого приближения квазиклассического вари-
анта модели TFIS-M для описания ионных корреляций позволя-
ет уверенно воспроизводить парциальные РФР в смесевом ТПВ
вплоть до значений 〈Γ〉 ∼ 103.

3 Достигнута возможность реалистичного учёта ионного беспоряд-
ка и корреляций при расчёте УРС в «бесконечном» варианте
квазиклассической модели среднего атома.

4 Включение в рассмотрение ионных корреляций приводит к сдви-
гу теоретичесих значений давления по сравнению с данными ТФД
с идеальным газом ионов вплоть до ∼ 45% вдоль изотерм ∼
10 эВ и вплоть до ∼ 65% вдоль ударных адиабат вблизи дву-
кратно сжатого состояния с температурой ∼ 20 эВ.

5 Наиболее вероятно, что указанный рост давления обусловлен ис-
пользованием кластерного разложения для 4F eli и F idei . ⇒
⇒ Методика псевдоатомной МД безальтернативна.
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Благодарим за внимание!
Возврат к титульному листу
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