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Цель доклада 

•Разработать теорию эпидемий, описывающую 
внутренний механизм повторяемости и 

возобновляемости 
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Математическая 
теория эпидемий 

Классическая 
теория 

Неоклассическая 
теория  
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Билинейное уравнение 

A= 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 
 

4 



Тривиальное и нетривиальное 
стационарные состояния 

• Если классические уравнения Кермака и МакКендрика 
демонстрируют просто вспышку при R>1, то введение притока и 
возврата иммунитета приводит к точке равновесия, так 
называемому нетривиальному состоянию, дополнительному к 
тривиальному 
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Полковник George A. Soper – 100 лет назад 

Я не понимаю, почему 
дифференциальные уравнения 
эпидемий демонстрируют быстро 
затухающие колебания или 
отсутствия колебаний вообще . 
 
 
Эпидемии регулярно повторяются 
и демонстрируют нам свойство 
стабильной реккурентности 
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Различия между острыми и хроническими 
инфекциями 
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Диаграмма доклада 
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Зависимость 
R от Y(t) 

SIRS Strain 
epidemic 

model 



Первый 
раздел 

Зависимость R 
от Y(t) 
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• Бинелинейное уравнение Liu и Hethcote 
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Фундаментальные зависимости 
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𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅 + 𝑏𝑏 ∗ 𝑅𝑅 

𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅 ∗ 𝑅𝑅𝑏𝑏−1 



Стационарные решения 
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𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅 + 𝑏𝑏 ∗ 𝑅𝑅 𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑅 ∗ 𝑅𝑅𝑏𝑏−1 

Наличие дополнительного 
к тривиальному и 
нетривиальному 
состоянию эндемического 
состояния, являющегося 
неустойчивым 

Эндемическое состояние 
может быть источником 
устойчивого предельного 
цикла, который является 
основой повторяющихся 
эпидемий 



Решение ранее не решенной обратной 
задачи 
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K+ модель с 
фильтром 
Калмана 
 
модель с 
рандомизацией R 
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Физический смысл доказанного решения 
корректной задачи 

• Обрывы цепей при малых численностях источников возбудителей 
инфекции 

• Групповая заболеваемость (вспышки) при высокой концентрации 
источников возбудителя инфекции 
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Второй  
раздел 

SIRS-strain 
epidemic model 

19 



Основное определение 

• Штамм – структурная единица популяции микроорганизмов, 
приводящая эпидемический процесс в неравновесие и 
определяющая непрерывную смену фаз резервации и 
эпидемического распространения 
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Варианты SIRS-strain epidemic model 
 
• Бесконечное число дифференциальных уравнений 

(каждое уравнение – новый штамм) 
• 7 дифференциальных уравнений – предыдущий и 

последующий штамм 
• 3 дифференциальных уравнения – бифуркация 

рождения нового штамма 
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𝑅𝑅′ = −(𝑅𝑅1 + 𝑏𝑏𝑅𝑅𝑏)𝛼𝛼𝑅𝑅𝑅𝑅1 − (𝑅𝑅2 + 𝑏𝑏𝑅𝑅2)𝛼𝛼𝑅𝑅𝑅𝑅1 + 𝜇𝜇 − 𝜇𝜇𝑅𝑅
𝑅𝑅1′ = 𝑅𝑅1 + 𝑏𝑏𝑅𝑅𝑏 𝛼𝛼𝑅𝑅𝑅𝑅1 − 𝛽𝛽𝑅𝑅1 − 𝜇𝜇𝑅𝑅1 − 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏

𝑅𝑅2′ = 𝑅𝑅2 + 𝑏𝑏𝑅𝑅2 𝛼𝛼 𝑅𝑅 + 𝑐𝑐 ∗ 1 − 𝑅𝑅 − 𝑅𝑅𝑏 − 𝑅𝑅𝑌 𝑅𝑅2 − 𝛽𝛽𝑅𝑅1 − 𝜇𝜇𝑅𝑅1 + 𝑎𝑎𝑅𝑅𝑏
 

 
 

SIRS-strain epidemic model 

Коэффициенты a b c 
 
Возможность изучения устойчивости в первом 
приближении и глобальной устойчивости 
(неустойчивости) (𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏) 
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Теорема 1 



 

24 

Теорема 2. В случае b≥1 и определения функции 𝜓𝜓 𝜇𝜇, 𝑘𝑘,𝛽𝛽, 𝑞𝑞,𝑝𝑝 = 1
𝑏𝑏
�𝑏𝑏−1

𝑏𝑏
 𝜇𝜇+𝑘𝑘
𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽

�
𝑏𝑏−1

− 𝛽𝛽+𝜇𝜇
𝑞𝑞

                                    

система дифференциальных уравнений имеет следующее число нетривиальных стационарных 
решений: 
2 решения если 𝜓𝜓 (μ, k, β, q, b ) > 0; 
1 решение если 𝜓𝜓 (μ, k, β, q, b) = 0; 
0 решений если 𝜓𝜓 (μ, k, β, q, b) < 0. 
Доказательство 
Выписывая уравнения получаем 

𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 − (μ + 𝑘𝑘)(𝑅𝑅 + 𝑅𝑅)  −  𝛽𝛽𝑅𝑅 = 𝑅, 
(1) 

𝑅𝑅 = 1 −
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + 𝛽𝛽
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘

𝑅𝑅 

Подставляя во второе уравнение системы 
  

𝑞𝑞 1 −
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + 𝛽𝛽
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 𝑅𝑅 = 𝑅 

(2) 

𝑅𝑅b−1 −
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + 𝛽𝛽
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑏𝑏 −
𝛽𝛽 + 𝜇𝜇
𝑞𝑞

= 𝑅 
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Исследуем уравнение на присутствие корней в интервалеl Y∊ [0; 1]. Рассмотрим функцию 
  

𝜑𝜑 Y = 𝑅𝑅𝑏𝑏−1 − 𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽
𝜇𝜇+𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝛽𝛽+𝜇𝜇
𝑞𝑞

                                                   (3) 
  
Отметим 

𝜑𝜑 𝑅 = −
𝛽𝛽 + 𝜇𝜇
𝑞𝑞

< 𝑅, 

(4) 

𝜑𝜑 1 = 1 −
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + 𝛽𝛽
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘

−
𝛽𝛽 + 𝜇𝜇
𝑞𝑞

= −
𝛽𝛽

𝜇𝜇 + 𝑘𝑘
−
𝛽𝛽 + 𝜇𝜇
𝑞𝑞

< 𝑅 

Вычислим производную функции 𝜑𝜑 Y : 

𝜑𝜑𝜑 Y = 𝑏𝑏 − 1 𝑅𝑅𝑏𝑏−2 − 𝑏𝑏
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + 𝛽𝛽
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑏𝑏−1, 

(5) 

𝜑𝜑𝜑 Y = 𝑅𝑅𝑏𝑏−2(𝑏𝑏 − 1 − 𝑏𝑏
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + 𝛽𝛽
𝜇𝜇 + 𝑘𝑘

𝑅𝑅) 

Максимум функции 𝜑𝜑 Y  определяется уравнением 
  
𝑏𝑏 − 1 − 𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽

𝜇𝜇+𝑘𝑘
𝑅𝑅 = 𝑅  
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Получаем 
𝑅𝑅max = 𝑏𝑏−1

𝑏𝑏
     𝜇𝜇+𝑘𝑘

𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽
                                                                        (7)         

Согласно условию b≥1, 
 𝑅 ≤ 𝑅𝑅max< 1                                                                          (8) 
функция 𝑅𝑅 (𝑅𝑅max) возрастает на отрезке [𝑅𝑅max< 1]. 
  

Число корней определяется знаком величины  𝑅𝑅(𝑅𝑅max): 
 

1. 2 корня если Y(Ymax) >0; 
2. 1 корень если Y(Ymax) =0; 
3. Нет корней если Y(Ymax) <0. 
  
Отметим 
 

  𝜑𝜑(𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) =  𝑅𝑅𝑏𝑏−1 1 − 𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽
𝜇𝜇+𝑘𝑘

𝑅𝑅 − 𝛽𝛽+𝜇𝜇
𝑞𝑞

=
𝑏𝑏−1
𝑏𝑏

𝜇𝜇+𝑘𝑘
𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽

𝑏𝑏−1
1 − 𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽

𝜇𝜇+𝑘𝑘
 𝑏𝑏−1
𝑏𝑏

𝜇𝜇+𝑘𝑘
𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽

− 𝛽𝛽+𝜇𝜇
𝑞𝑞

= 1
𝑏𝑏

𝑏𝑏−1
𝑏𝑏

𝜇𝜇+𝑘𝑘
𝜇𝜇+𝑘𝑘+𝛽𝛽

𝑏𝑏−1
− 𝛽𝛽+𝜇𝜇

𝑞𝑞
                       (9) 

 Поскольку 𝜓𝜓(𝜇𝜇 𝑘𝑘 𝛽𝛽 𝑞𝑞 𝑏𝑏) = 𝜑𝜑( 𝑅𝑅 )  утверждение теоремы 2 доказано  
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Теорема 3. При b≥1, стационарное решение (X, Y) асимптотически стабильно в первом 
приближении тогда и только тогда, когда 
  

𝛼𝛼1 = −𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + (𝑏𝑏 − 1� 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 < 𝑅 
(1) 

𝛼𝛼2 = 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 + (1 − 𝑏𝑏� 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 (𝜇𝜇 + 𝑘𝑘) > 𝑅 
  
Доказательство 
 Определим Якобиан системы 
  

𝐽𝐽 =
−𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘      − 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 − 𝑘𝑘
𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏                    𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 − 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇  

 

Обозначим 
𝛼𝛼1 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐽𝐽 , 
𝛼𝛼2 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡 (𝐽𝐽). 

 Согласно критерию Рута-Гурвица система асимптотически устойчива в первом 
приближении тогда и только тогда 
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�𝛼𝛼1 < 𝑅
𝛼𝛼2 > 𝑅                                                               (2) 

Вычисляем 𝛼𝛼1: 
𝛼𝛼1 = −𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 − 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇                                     (3) 

  
Поскольку решение стационарное из уравнения для Y эпидемии имеем 
  

𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 = 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇                                                  (4) 
Поэтому 

𝛼𝛼1 = −𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 + (𝑏𝑏 − 1� 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇  
  
Теперь вычисляем 𝛼𝛼2: 
 𝛼𝛼2 = −𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 − 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 + 𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 + 𝑘𝑘 = − 𝑏𝑏𝑞𝑞2𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑏𝑏−1 +
𝑞𝑞 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 + 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 + 𝑏𝑏𝑞𝑞2𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑏𝑏−1 + 𝑞𝑞𝑘𝑘𝑅𝑅𝑏𝑏 =
𝑞𝑞�𝛽𝛽 + 𝜇𝜇)𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 + 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 + 𝑞𝑞𝑘𝑘𝑅𝑅𝑏𝑏 =
𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 − 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑏𝑏𝑞𝑞𝑅𝑅𝑅𝑅𝑏𝑏−1 + 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 =
𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘 𝑞𝑞𝑅𝑅𝑏𝑏 + 1 − 𝑏𝑏 (𝛽𝛽 + 𝜇𝜇) 𝜇𝜇 + 𝑘𝑘  

 Т   



Бифуркация рождения нового клона в 
пространстве с и R2. 
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Параметрический портрет бифуркации – 
коэффициенты характеристического 
многочлена и коэффициенты Гурвица 
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Математическая теория эпидемии: 
 
 
- эпидемический процесс бинелинеен 
 
- новый штамм рождается в 
пространстве коэффициентов 
контактного числа R2 и иммунного 
преодоления с 
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