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Основные принципы построения бикомпактных схем
для уравнений гиперболического типа

Смешанная задача

∂tU + ∂xF(U) = 0, A(U) = ∂UF(U) > 0, (x , t) ∈ (0,X )× (0,T );

U|t=0 = φ(x), U|x=0 = ψ(t).

Аппроксимация по пространству

Полудискретная бикомпактная схема 4-го порядка:
d

dt

(
Uj + 4Uj+1/2 + Uj+1

6

)
+

Fj+1 − Fj

h
= 0,

d

dt

(
Uj+1 − Uj

h

)
+ 4

Fj − 2Fj+1/2 + Fj+1

h2 = 0,

j = 0, 1, . . . ,N − 1; Fα = F(Uα) ∀α.

xj xj+1/2 xj+1

hj+1/2 = h

Дискретные Н/ГУ: Uα|t=0 = φ(xα), U0 = ψ(t).

Аппроксимация по времени

Диагонально-неявные методы Рунге-Кутты (DIRK).
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Обобщения

Если матрица A(U) не является знакоопределенной...

... то применяется глобальное потоковое расщепление Лакса-Фридрихса:

F±(U) = 1
2F(U)± C2U, C2 = ( 1

2 + δ)max
α,p

|λp(Un
α;A)|, δ > 0.

Схема расщепления: Un F+

−−→ U∗ F−
−−−→ Un+1 (порядок по t сохраняется!)

Альтернативная аппроксимация по времени

Неявно-явные методы Рунге-Кутты (IMEX RK):

F±(Unew
i ) = 1

2F(Unew
i )± C2Unew

i −→ 1
2F(Uold

i )± C2Unew
i .

Многомерный случай

• Структурированные сетки.
• Нерасщепленные схемы: система и ее дифференциальные следствия ин-

тегрируются по многомерной ячейке, кратные интегралы сводятся к по-
вторным. Вычислительно трудоемкие, но сохраняют точность по времени.

• Локально-одномерные (LOD) схемы. Самые экономичные, однако имеют
не более чем 2-й порядок по времени (теоретически).
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Метод консервативной монотонизации

Две схемы

Схема A: монотонная 1-го порядка.
Схема B: бикомпактная высокого порядка (немонотонная).

Алгоритм

1. Вычислить решения UA,UB на слое tn+1 по схемам A,B соответственно.
2. Выбрать параметр C1 > 0 и ограничить наклоны в каждой ячейке:

ũk+s = uB
k + βk(u

B
k+s − uB

k ), k = j + 1
2 , s = 0, ± 1

2 ,

βk =
1

1 + w2
k

, wk =
C1 maxs=0,±1/2 |uA

k+s − uB
k+s |

maxs=0,±1/2 |uA
k+s |

;

u = Up, U = (U1, . . . ,Um); U
B
k — интегральное среднее по ячейке.

3. Устранить многозначность решения Ũ на границах между ячейками:

Un+1
j =

hj−1/2Ũ−
j + hj+1/2Ũ+

j

hj−1/2 + hj+1/2
, j = 1, 2, . . . ,N − 1.

Определить результирующее решение в центрах ячеек:

Un+1
j+1/2 = Ũj+1/2, j = 0, 1, . . . ,N − 1.
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Свойства и достоинства бикомпактных схем

Свойства
1. Консервативность.
2. Устойчивость при любом τ/h.
3. Неявный метод Эйлера по времени ⇒ монотонность при CFL ⩾ 0.25.

Достоинства

1. Хорошая устойчивость при экономичной реализации бегущим счетом.
2. Равное число ГУ в схеме и в исходной задаче для УЧП.
3. Хорошее спектральное разрешение:

0

π
2

π

0 π
2 π

k∗h

kh

BiC4

C4

C6

FD4

FD6

∂tu + c ∂xu = 0;

u(x , t) = A exp[i(kx − ct)]
(точное решение)

;

uj(t) = A exp[i(kxj − c∗t)]
(численное решение)

;

k∗ = k
c∗

c
.
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Задача Шу-Ошера

Схема A: BiC4 + неявный метод Эйлера.
Схема B: BiC4 + DIRK 3-го порядка.
CFL = 0.5, δ = 0.2, C1 = 5.
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Постановка задачи может быть найдена в работе:
Shu C.-W., Osher S. Efficient implementation of essentially non-oscillatory shock-capturing
schemes, II // J. Comput. Phys. 1989. V. 83. P. 32–78.
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Сравнение со схемами WENO-Z, WENO-OS4
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Результаты для схем WENO-Z, WENO-OS4 взяты из работы:
Li Q., Guo Q., Sun D., Liu P., Zhang H. A fourth-order symmetric WENO scheme with
improved performance by new linear and nonlinear optimizations // J. Sci. Comput. 2017. V. 71.
P. 109–143.
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Задача о двойном маховском отражении

Схема A: «явный уголок» + LOD.
Схема B: BiC4 + IMEX RK 3-го порядка + LOD.
hx = hy = 1/480, CFL = 0.9, δ = 0.5, C1 = 5.

Изолинии плотности газа:

Постановка задачи может быть найдена в работе:
Woodward P.R., Colella P. The numerical simulation of two-dimensional fluid flow with strong
shocks // J. Comput. Phys. 1984. V. 54, № 1. P. 115–173.
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Задача о течении в плоском канале с уступом

Бикомпактная схема та же, что и в задаче о двойном отражении.
hx = hy = 1/320, CFL = 0.9, δ = 0.5, C1 = 5.

Изолинии плотности газа:

Постановка задачи может быть найдена в работе:
Woodward P.R., Colella P. The numerical simulation of two-dimensional fluid flow with strong
shocks // J. Comput. Phys. 1984. V. 54, № 1. P. 115–173.
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Распространение детонационных волн

Проблема

x

T

Tr

t = t0

Истинная ДВ (Da≫1)

t = t0 + некоторое кол-во τ

Истинная ДВ

Ложная
слабая

ДВ

D∼h/τ

Ложная
УВ

Аппр. вязкость

Ранняя
реакция

h

См. также:
Colella P., Majda A., Roytburd V. Theoretical and numerical structure for reacting shock waves
// SIAM J. Sci. Stat. Comput. 1986. V. 7, №4. P. 1059–1080.
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Тестовая задача, сравнение с WENO5-SR

Схемы A/B: BiC4 + неявный метод Эйлера/DIRK 3-го порядка + LOD.
hx = hy = 1/2, CFL = 2, δ = 0.2, C1 = 10.
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(Реакции: H2 + O2 → 2OH, 2OH + H2 → 2H2O, катализатор N2. Число Da ∼ 105.)

Постановка задачи и результаты для схемы WENO5-SR могут быть найдены в работе:
Wang W., Shu C.-W., Yee H.C., Kotov D.V., Sjögreen B. High order finite difference methods
with subcell resolution for stiff multispecies discontinuity capturing // Commun. Comput. Phys.
2015. V. 17, №2. P. 317–336. 12/24



Тестовая задача, сравнение с WENO5-SR
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Тестовая задача, сравнение с WENO5-SR

T (x , y , 6)

T (x , y , 7)

T (x , y , 8)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
x

0

5

10

15

20

25

y

5

15

25

35

45

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
x

0

5

10

15

20

25

y

5

15

25

35

45

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
x

0

5

10

15

20

25

y

5

15

25

35

45

(Шаг по времени в схеме WENO5-SR в 40 раз меньше.)
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Основные принципы построения бикомпактных схем
для уравнений параболического типа

Смешанная задача

∂tu = ν ∂2
x u, ν = const > 0, (x , t) ∈ (0,X )× (0,T );

u|t=0 = φ(x), u|x=0 = ψ1(t), u|x=X = ψ2(t).

Аппроксимация по пространству

Дополнительная искомая функция: v = ∂xu.
Полудискретная бикомпактная схема 4-го порядка:

d

dt

(
uj + uj+1

2
− h

12
(vj+1 − vj)

)
= ν

vj+1 − vj
h

,

d

dt

(uj+1 − uj
h

)
=

6ν
h2

(
vj − 2

uj+1 − uj
h

+ vj+1

)
,

j = 0, 1, . . . ,N − 1.
xj xj+1

vj vj+1

uj uj+1

Дискретные Н/ГУ: uj |t=0 = φ(xj), vj |t=0 = φ′(xj), u0 = ψ1(t), uN = ψ2(t).

Аппроксимация по времени

Методы DIRK. Схемы устойчивы при любом τ/h, можно брать τ = O(h).
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Обобщения на многомерный и квазилинейный случаи

Многомерный случай

1. Используются структурированные сетки.
2. Вводятся дополнительные искомые функции — производные (3 шт. в 2D,

7 шт. в 3D). Уравнение и его дифференциальные следствия интегриру-
ются по многомерной ячейке, кратные интегралы сводятся к повторным.

3. Сеточные уравнения на каждом временном шаге решаются методом ите-
рируемой приближенной факторизации. Реализация одной итерации сво-
дится к последовательности независимых 1D скалярных двухточечных
прогонок. Число итераций до сходимости: 3–6.

Квазилинейный случай

1. Вводится вектор потока q = −ν(u)∇u.
2. Уравнение аппроксимируется по пространству как уравнение 1-го порядка

относительно u и q. Значения q в целых и полуцелых узлах, значения u в
полуцелых узлах выражаются через значения u и ее производных в целых
узлах при помощи би- либо трикубической интерполяции.

3. Для аппроксимации по времени используются методы IMEX RK:

q = −ν0∇u︸ ︷︷ ︸
неявно

− (ν(u)− ν0)∇u︸ ︷︷ ︸
явно

, ν0 = σmax
x∈Ω

ν(un(x)) = const, σ ⩾ 0.5.

Свойства устойчивости не ухудшаются!
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Бикомпактная схема для уравнений Навье-Стокса

Уравнения Навье-Стокса для сжимаемой жидкости

∂tU +
∑3

i=1 ∂xi Fi (U,∇U) = 0.

Расщепление по физическим процессам

∂tU +
∑3

i=1 ∂xi Gi (U) = 0; ∂tU +
∑3

i=1 ∂xi Hi (U,∇U) = 0; Gi + Hi = Fi ;

Gi : конвекция и давление; Hi : вязкое трение и теплопроводность.

Схема для подсистемы с Gi с оператором послойного перехода SE (τ)

Схема A: «явный уголок» + LOD.
Схема B: BiC4 + IMEX RK 3-го порядка + LOD.

Схема для подсистемы с Hi с оператором послойного перехода SD(τ)

BiC4 + IMEX RK 2-го порядка:

∂tU +
∑3

i=1 ∂xi [Hi (U,∇U) + D0 ∂xi U]︸ ︷︷ ︸
явно

= D0
∑3

i=1 ∂
2
xi U︸ ︷︷ ︸

неявно

,

D0 = diag(0,ν0,ν0,ν0, λ0) = const .

Результирующая схема

Un+1 = SD(0.5τ) SE (τ)SD(0.5τ)Un.
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Задача о вихре Шу. Сеточная сходимость

hx = hy = 10/N, τ = 10
√
γ/(rN) (N = 25, 50, . . . , 400), δ = 0.5, C1 = 0.

Норма C разности решений на сетках N × N и 2N × 2N:
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Постановка задачи может быть найдена в работе:
Shu C.-W. Essentially non-oscillatory and weighted essentially non-oscillatory schemes for hyper-
bolic conservation laws // Advanced numerical approximation of nonlinear hyperbolic equations
/ ed. by A. Quarteroni, V. 1697 of Lecture Notes in Mathematics. Springer, 1998. P. 325–432.
или
Spiegel S.C., Huynh H.T., DeBonis J.R. A survey of the isentropic Euler vortex problem using
high-order methods // AIAA Paper 2015-2444. 2015. 18/24



Задача о вязком течении в ударной трубе

hx = hy = 1/400, CFL = 0.6, δ = 1, C1 = 5.

Изолинии плотности газа:

(Re = 200; µ = Re−1 = const.)

Постановка задачи может быть найдена в работе:
Daru V., Tenaud C. Evaluation of TVD high resolution schemes for unsteady viscous shocked
flows // Comput. Fluids. 2001. V. 30. P. 89–113.
Результаты для схемы WENO5-MR взяты из работы:
Wang Z., Zhu J., Tian L., Zhao N. A low dissipation finite difference nested multi-resolution
WENO scheme for Euler/Navier-Stokes equations // J. Comput. Phys. 2021. V. 429. P. 110006. 19/24



Задача о взаимодействии слоя смешения и косой ударной волны

hx = hy = 1/100, CFL = 0.8, δ = 1, C1 = 0.

Поле плотности газа:

(Re = 500.)

Постановка задачи может быть найдена в работе:
Yee H.C., Sandham N.D., Djomehri M.J. Low-dissipative high-order shock-capturing methods
using characteristic-based filters // J. Comput. Phys. 1999. V. 150. P. 199–238. 20/24
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Заключение

1
Бикомпактные схемы не уступают по точности другим современным чис-
ленным схемам высокого порядка, а в некоторых задачах превосходят их.

2
Вместе с тем,
• По сравнению с конечно-объемными/разностными WENO схемами би-

компактные схемы имеют более компактный шаблон (минимальный).
• По сравнению со схемами разрывного метода Галеркина бикомпактные

схемы обходятся меньшим числом степеней свободы.
• Бикомпактные схемы имеют хорошие свойства устойчивости, что позво-

ляет вести вычисления с бо́льшим шагом по времени.

3
Бикомпактные схемы перспективны для практического применения при рас-
четах течений газов и жидкостей (в том числе, турбулентных), при моде-
лировании явлений детонации и процессов теплопередачи.
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