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Первопринципные расчеты проводимости 
и оптических свойств циркония и свинца 

в окрестности критической точки 

Выступающий
Заметки для презентации
// Крит. давление циркония чуть больше 2 кБар, свинца – около 800 бар…Я хотел бы рассказать о своей работе, посвященной первопринципным расчетам проводимости и оптических свойств циркония и свинца



Электропроводность:  jω = σ(ω)Eω 

𝜎𝜎 𝜔𝜔 = 𝜎𝜎1(𝜔𝜔) + i𝜎𝜎2 (𝜔𝜔) – комплексная электропроводность 

Формула Кубо–Гринвуда*,**: 

𝜎𝜎1 𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋𝑒𝑒2ℏ2

3𝑚𝑚2 𝜔𝜔Ω × 

× � 𝑊𝑊 𝐤𝐤
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝛼𝛼,𝐤𝐤

Ψ𝑖𝑖,𝐤𝐤 ∇𝛼𝛼 Ψ𝑗𝑗,𝐤𝐤
2 × 

× 𝑓𝑓 𝜖𝜖𝑖𝑖,𝐤𝐤 − 𝑓𝑓 𝜖𝜖𝑗𝑗,𝐤𝐤 × 

× δ 𝜖𝜖𝑗𝑗,𝐤𝐤 − 𝜖𝜖𝑖𝑖,𝐤𝐤 − ℏ𝜔𝜔  

 *D.V.Knyazev and P.R.Levashov, Comput. Mater. Sci. 79, 817–829 (2013) 
** D.V.Knyazev and P.R.Levashov, Contrib. to Plasma Phys. 59, 345–353 (2019) 

Статическая электропроводность 𝜎𝜎DC 

Zr: ρ = 6 g/cm3, T = 2250 K 
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Выступающий
Заметки для презентации
Комплексная динамическая электропроводность есть коэффициент пропорциональности между плотностью тока и приложенной напряженностью электрического поля заданной частоты.Приведена формула Кубо—Гринвуда, посредством которой можно вычислить действительную часть динамической электропроводности.Поскольку по формуле Кубо—Гринвуда нельзя рассчитать проводимость при нулевой частоте, для определения статической проводимости требуется экстраполяция ее динамических значений к нулевой частоте, которая проиллюстрирована на данном слайде: проводимость рассчитывается на достаточно плотной сетке с шагом .005 эВ, затем производится линейная экстраполяция по двум точкам с частотами, наиболее близким к нулевой.



Параметры расчетов 

1. 1500 – 3500 КМД-шагов производится посредством VASP, – 
вычисляются ионные траектории 2. Выбирается несколько ионных 

траекторий для нахождения * 
Ψ𝑖𝑖 ∇𝛼𝛼 Ψ𝑗𝑗  

 
3. Вычисляется действительная 
часть электропроводности с 
помощью формулы Кубо–
Гринвуда * 
 
4. Путем преобразования 
Крамерса–Кронига вычисляется 
мнимая часть 
электропроводности ** 
 
5. Рассчитываются оптические 
свойства 

250 атомов ОЦК; Zr: 1.5 ≤ ρ ≤ 7 г/см3, Pb: 2.5 ≤ ρ ≤ 9  г/см3. 1 ≤ T ≤ 10 кК 

QMD step 

1500—3500 
КМД-шагов 

*D.V.Knyazev and P.R.Levashov, Comput. Mater. Sci. 79, 817–829 (2013) 
**https://github.com/vf8/KrKrTr, see also: Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 

КМД-шаг 

E,
 э

В 

–  выбранные 
конфигурации 

Выступающий
Заметки для презентации
Постановка задачи выглядит следующим образом.Рассматривается суперячейка из 250 атомов металла (свинец/цырконий) с периодическими граничными условиями. Задается объемно-центрированная кристаллическая решетка с параметром решетки, соответствующим плотности 1.5—7 г/см3 для циркония и 2.5—9 г/см3 для свинца. Изначально производилось 1500—3500 временных шагов КМД-моделирования, основанного на методе функционала плотности, который реализован в пакете VASP. (Более подробно о МФП говорилось в предыдущих докладах моих коллег.) Температура при моделировании задавалась 1—20 кК (длина временного шага 1—2 пс), таким образом рассчитывались ионные траектории. Затем выбирались независимые ионные конфигурации для некоторых выбранных шагов после того как система пришла в состоянии равновесия. Для каждой из таких выбранных конфигураций (например, 500-я, 750-я и тд, всего ~10 конфигураций) производился один КМД-шаг с более точным вычислением зонной структуры для нахождения матричных элементов оператора градиента. Затем вычисляется действительная часть динамической электропроводности с использованием формулы Кубо—Гринвуда, которая усредняется по всем выбранным конфигурациям, затем – мнимая часть через преобразования Крамерса – Кронига, затем оптические свойства



Zr: Зависимость удельного 
сопротивления от T* 
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* M.A. Paramonov, D.V. Minakov, V.B. Fokin, D.V. Knyazev, G.S. Demyanov, and P. R. Levashov, 
J. Appl. Phys. 132, 065102 (2022) 

Выступающий
Заметки для презентации
Здесь приведена зависимость удельного сопротивления твердого и жидкого циркония от температуры при нулевом давлении, рассчитанная в данной работе. Наши данные выделены красным цветом, остальное – эксперимент.Заметно, что экспериментальные данные лежат чуть выше наших как для твердой, так и для жидкой фазы, однако, наклон графикой соответствует, также наблюдается скачок сопротивления, соответствующий плавлению.Данный график опубликован в 2022 г. в статье, указанной на слайде.



Zr: Зависимость удельного 
сопротивления от T* 

Температура, кК 

Уд
ел

ьн
ое

 с
оп

ро
ти

вл
ен

ие
, 1

0-6
 О

м
*м

 

Выступающий
Заметки для презентации
Здесь показана зависимость удельного сопротивления циркония от температуры при нулевом давлении в более широком диапазоне температур для того чтобы показать динамику роста удельного сопротивления с температурой при приближении к критточке.



Pb: Зависимость удельного 
сопротивления от H 

Specific enthalpy (MJ/kg) Удельная энтальпия, МДж/кг 

Уд
ел

ьн
ое

 с
оп

ро
ти

вл
ен

ие
, 1

0-6
 О

м
*м

 

Выступающий
Заметки для презентации
Здесь показана зависимость удельного сопротивления свинца от удельной энтальпии. Красная кривая с точками – наша работа, остальное – эксперимент. Заметно хорошее соответствие экспериментальным данным в области низких температур.



Преобразование Крамерса–Кронига* 

Zr: ρ = 6 г/см3, T = 2250 К 

𝜎𝜎2 𝜔𝜔 = −
2𝜔𝜔
𝜋𝜋 𝑣𝑣. 𝑝𝑝.�

𝜎𝜎1 𝜔𝜔′

𝜔𝜔′2 − 𝜔𝜔2
𝑑𝑑𝜔𝜔′

∞

0

 

𝜎𝜎2 𝜔𝜔 ≈ −
2𝜔𝜔
𝜋𝜋
�

𝜎𝜎1 𝜔𝜔′

𝜔𝜔′2 − 𝜔𝜔2 + i𝜂𝜂
𝑑𝑑𝜔𝜔′

ωmax

0

 

*https://github.com/vf8/KrKrTr, см. также: Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 

При практических вычислениях: 

Частота, эВ 

Э
ле

кт
ро

пр
ов

од
но

ст
ь,

 1
05

 С
м

/м
 

Выступающий
Заметки для презентации
Если комплекснозначная функция, аналитичная в верхней полуплоскости, описывает отклик физической системы, то мнимая и действительная части такой функции связаны между собой соотношениями Крамерса—Кронига: зная действительную часть такой функции, можно найти ее мнимую часть, используя следующее соотношение: (показать).Стоит обратить внимание на то, что здесь берется интеграл в смысле главного значения, от 0 до бесконечности. На практике, для численного вычисления такого интеграла интегрирование производится до какой-либо максимальной частоты ωmax ;Кроме этого, в знаменатель вводится малая мнимая добавка.Мы написали небольшую программку на C++, которая опубликована по ссылке (показать).Пример действительной части электропроводности, а также найденной мнимой части через преобразование КК, приведен на данном слайде.



Оптические свойства 
• Комплексная диэлектрическая проницаемость 

𝜀𝜀 𝜔𝜔 = 𝜀𝜀1 𝜔𝜔 + i𝜀𝜀2(𝜔𝜔): 

𝜀𝜀1 𝜔𝜔 = 1 −
𝜎𝜎2 𝜔𝜔
𝜔𝜔𝜀𝜀0

, 𝜀𝜀2 𝜔𝜔 = 1 −
𝜎𝜎1 𝜔𝜔
𝜔𝜔𝜀𝜀0

 

 
• Комплексный показатель преломления 𝑛𝑛 𝜔𝜔 + i𝑘𝑘(𝜔𝜔): 

𝑛𝑛 𝜔𝜔 =
𝜀𝜀 𝜔𝜔 + 𝜀𝜀1 𝜔𝜔

2 , 𝑘𝑘 𝜔𝜔 =
𝜀𝜀 𝜔𝜔 − 𝜀𝜀1 𝜔𝜔

2  

 
• Отражательная способность: 

𝑅𝑅 𝜔𝜔 =
1 − 𝑛𝑛 𝜔𝜔 2 + 𝑘𝑘 𝜔𝜔 2

1 + 𝑛𝑛 𝜔𝜔 2 + 𝑘𝑘 𝜔𝜔 2
 

 
• Коэффициент поглощения: 

𝛼𝛼 𝜔𝜔 = 2𝑘𝑘(𝜔𝜔)
𝜔𝜔
𝑐𝑐  

 
• Нормальная спектральная излучательная способность: 

ℇ 𝜔𝜔 = 1 − 𝑅𝑅(𝜔𝜔) 

Выступающий
Заметки для презентации
Зная комплексную электропроводность, можно вычислить оптические свойства вещества:(просто прочитать с слайда)
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Частота, эВ (см. левую ось) 
Верхний предел интегрирования, эВ (см. правую ось) 

Zr: ρ = 6 г/см3, 
T = 2250 K 

* Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 

𝜎𝜎2 𝜔𝜔 ≈ −
2𝜔𝜔
𝜋𝜋

 �
𝜎𝜎1 𝜔𝜔′

𝜔𝜔′2 − 𝜔𝜔2 + i𝜂𝜂
𝑑𝑑𝜔𝜔′

ωmax

0

 

Зависимость изучательной способности 
от верхнего предела интегрирования ωmax* 

Выступающий
Заметки для презентации
На данном графике показан анализ влияния верхнего предела интегрирования в преобразовании КК на рассчитанную НСИС.Верхний предел интегрирования меняется от 5 до 50 эВ.По горизонтальной оси отложена частота эл. поля в эВ, по левой вертикальной оси – действительная часть электропроводности. На графике электропроводности виден горб на частоте 25-35 эВ, вызванный влиянием электронов с глубоколежащих электронных оболочек. Синим цветом показано, как будет выглядеть НСИС, если вместо второго горба обрезать проводимость на 11 эВ и продлить ее горизонтальной прямой.Зеленым показано, как будет выглядеть НСИС, если учесть второй горб. По правой шкале видно, что отклонение, вызванное неучетом глубоких электронов, составляет не более 0.1%.



Zr: Нормальная спектральная 
излучательная способность* 

* M.A. Paramonov, D.V. Minakov, V.B. Fokin, D.V. Knyazev, G.S. Demyanov, and P. R. Levashov, 
J. Appl. Phys. 132, 065102 (2022) 
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Выступающий
Заметки для презентации
Здесь показано сравнение НСИС, полученной в наших расчетах, с экспериментальными данными. Спектральными цветами выделе видимый диапазон.Заметно, что наклон нашей кривой соответствует наклону экспериментальных кривых,  полученных в работе Кришнана и Цезарляна.Для длин волн 650 и 685 нм наблюдается согласие первопринципных расчетов с экспериментальными данными в пределах экспериментальных погрешностей.



Zr: Нормальная спектральная 
излучательная способность* 

* M.A. Paramonov, D.V. Minakov, V.B. Fokin, D.V. Knyazev, G.S. Demyanov, and P. R. Levashov, 
J. Appl. Phys. 132, 065102 (2022) 
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Выступающий
Заметки для презентации
Здесь показана зависимость НСИС циркония от температуры для трех различных длин волн (650, 900 и 2300 нм), и сравнение этой зависимости с экспериментальными данными.Заметен скачок излучательной способности, соответствующий плавлению.Экспериметальные данные имеют довольно широкий разброс, возможно, это связано с тем, что важное значение в эксперименте имеет обработка поверхности металла в кристаллической фазе: для жидкости результаты первопринципных расчетов лежат ближе к эксперименту.Также стоит отметить, что НСИС растет с ростом температурой, и это важно учитывать при подготовке эксперимента.



Pb: Нормальная спектральная 
излучательная способность 
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Выступающий
Заметки для презентации
T=750 KЗдесь показана зависимость НСИС свинца от длины волны, видимый диапазон выделен фигурной скобкой.По свинцу довольно мало экспериментальных данных, однако, в том диапазоне, в котором экспериментальные данные имеются, поведение изл. способности, полученной в расчете, сходно с экспериментом.



Pb: Нормальная спектральная 
излучательная способность 
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Вдоль крит. изобары 

Излучательная 
способность 

Отражательная 
способность 

Выступающий
Заметки для презентации
Наконец, здесь показана зависимость НСИС (красный цвет) и отражательной способности (зеленый цвет) на длине волны 650 нм для свинца от температуры.Заметно, что, в отличие от циркония на длине волны 650 нм, излучательная способность свинца монотонно растет с температурой. Это важно при оценке температуры в эксперименте методом пирометрии: довольно часто излучательная способность металлов полагается не зависящей от температуры.



• Мы впервые представили электрическое удельное сопротивление 
и нормальную спектральную излучательную способность свинца 
и циркония в диапазоне температур до 10 кК 

• Мы показали, что электроны внутренних оболочек дают 
ограниченный вклад в оптические свойства, поэтому для хорошей 
оценки оптических свойств достаточно учесть лишь валентные 
электроны 

• Мы достигли удовлетворительного согласия с 
экспериментальными данными в расчетах проводимости 
циркония (разница составляет около 10%, но общая динамика 
соответствует эксперименту); при расчете проводимости свинца – 
хорошее согласие 

• Для циркония мы не обнаружили резкого падения излучательной 
способности при плавлении 

• Излучательная способность свинца растет с температурой в 
диапазоне до 6 кК 

Выводы 

Выступающий
Заметки для презентации
Впервые представлены электрическое сопротивление, и нормальная спектральная излучательная способность свинца и циркония в температурном диапазоне до 10 кКПоказано, что учет глубоколежащих электронов слабо влияет на расчет оптических свойств, достаточно учесть только лишь валентные электроныПри расчете проводимости циркония мы достигли удовлетворительного согласия с экспериментальными данными (отличие около 10 %, однако общая динамика соответствует эксперименту), при расчете проводимости свинца – хорошее согласиеДля циркония мы не обнаружили резкого падения излучательной способности при плавленииИзлучательная способность свинца растет с тепературой в диапазоне до 6 кК



Electronic DOS of liquid Zr 

ρ = 6 g/cm3 and T = 2250 
K 

* Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 

Выступающий
Заметки для презентации
The green, red, and violet areas represent the partial (projected) DOS for ideal bcc Zr at ρ = 6 g/cc.Energy is given relative to the Fermi level EF.The Fermi–Dirac distribution at T = 2250 K is shown by the orange dashed line.



Broadening influence to the σ1 

* Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 



Integraton step influence 

* Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 



Broadening influence to optics 

* Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 



XC influence to the σ1 

* Fokin, V., Minakov, D., Levashov, P. Symmetry 2023, 15, 48 

Выступающий
Заметки для презентации
The real part of the dynamic electrical conductivity of liquid Zr calculated with different XC-functionals



Pb: Heat Conductivity 



VASP: масштабируемость метода  
квантовой молекулярной динамики 

Алюминий, 256 атомов Алюминий, 864 атома 

• Результаты зависят от числа частиц, оптимально использовать 
количество ядер, примерно равное количеству частиц 

• Насыщение наступает уже на нескольких сотнях процессорных ядер 
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