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Система уравнений Навье-Стокса 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝐶𝛼 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝐶𝛼𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑣𝑖 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝑣𝑖𝑣𝑗 + 𝑝𝛿𝑖𝑗 =

𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝑔𝑖

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝐸 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝐸𝑣𝑖 + 𝑝𝑣𝑖 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗𝜎𝑖𝑗 − 𝑞𝑖 + 𝜌𝑔𝑖𝑣𝑖

𝑝 = 𝑝 𝜌, 휀

 

𝜎𝑖𝑗 = 𝜇
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
−

2

3

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗  - тензор вязких напряжений 
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Уравнения Навье-Стокса, усреднённые по 

Рейнольдсу/Фавру 

𝜕𝜌 

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝐶𝛼

 +
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝐶𝛼

 𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝑣𝑖 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑖 𝑣𝑗 + 𝑝 𝛿𝑖𝑗 =

𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌𝑣𝑖

′′𝑣𝑗
′′

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝐸 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝐸 𝑣𝑖 + 𝑝 𝑣𝑖 + 𝑣𝑖

′′ 𝜌휀′′ + 𝑝′ + 𝑣𝑘 𝜌𝑣𝑘
′′𝑣𝑖

′′ +
1

2
𝜌𝑣𝑘

′′𝑣𝑘
′′𝑣𝑖

′′ =

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗 𝜎𝑖𝑗 + 𝑣𝑗

′′𝜎𝑖𝑗 − 𝑞𝑖 

𝑝 ≈ 𝑝 𝜌 , 휀 

𝜌 𝐸 = 𝜌 휀 +
1

2
𝑣𝑘 𝑣𝑘 + 𝜌 𝑘
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𝑓 = 𝑓 + 𝑓′ 𝑓 = 𝑓 + 𝑓′′ 𝑓 = 𝜌𝑓 𝜌   , , 

𝑓 + 𝑔 = 𝑓 + 𝑔  𝛼𝑓 = 𝛼𝑓  
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑓  

𝜕𝑥𝑖
 𝑓 𝑔 = 𝑓  𝑔   𝛼 = 𝛼 , , , , 



𝜕𝜌 

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝐶𝛼

 +
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝐶𝛼

 𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝑣𝑖 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑖 𝑣𝑗 + 𝑝 𝛿𝑖𝑗 =

𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌𝑣𝑖

′′𝑣𝑗
′′

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝐸 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝐸 𝑣𝑖 + 𝑝 𝑣𝑖 + 𝑣𝑖

′′ 𝜌휀′′ + 𝑝′ + 𝑣𝑘 𝜌𝑣𝑘
′′𝑣𝑖

′′ +
1

2
𝜌𝑣𝑘

′′𝑣𝑘
′′𝑣𝑖

′′ =

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗 𝜎𝑖𝑗 + 𝑣𝑗

′′𝜎𝑖𝑗 − 𝑞𝑖 

𝑝 ≈ 𝑝 𝜌 , 휀 

𝜌 𝐸 = 𝜌 휀 +
1

2
𝑣𝑘 𝑣𝑘 + 𝜌 𝑘
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Уравнения Навье-Стокса, усреднённые по 

Рейнольдсу/Фавру 



Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса 

𝜕 𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝑣𝑖 +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌 𝑣𝑖 𝑣𝑗 + 𝑝 𝛿𝑖𝑗 =

𝜕 𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝐸 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝐸 𝑣𝑖 + 𝑝 𝑣𝑖 =

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗 𝜎𝑖𝑗 − 𝑞𝑖 −

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜏2 𝑣𝑖 , 𝐻 −

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑘 𝜏1 𝑣𝑘, 𝑣𝑖 +

+
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜏2 𝑣𝑗, 𝜎𝑖𝑗 −

𝜕

𝜕𝑥𝑖

1

2
𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑘, 𝑣𝑘

𝑝 ≈ 𝑝 𝜌 , 휀

𝜌 𝐸 = 𝜌 휀 +
1

2
𝑣𝑘 𝑣𝑘 + 𝜌

1

2
𝜏1 𝑣𝑘, 𝑣𝑘
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𝑓 = 𝑓 + 𝑓′ 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

𝜕 𝑓  

𝜕𝑡
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕 𝑓  

𝜕𝑥𝑖
 𝑓 + 𝑔 = 𝑓 + 𝑔  𝛼𝑓 = 𝛼 𝑓  

𝑓 = 𝜌𝑓 𝜌  , 

, , , 



Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса 

𝜕 𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑖 = 0

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝑣𝑖 +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌 𝑣𝑖 𝑣𝑗 + 𝑝 𝛿𝑖𝑗 =

𝜕 𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝐸 +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝐸 𝑣𝑖 + 𝑝 𝑣𝑖 =

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑣𝑗 𝜎𝑖𝑗 − 𝑞𝑖 −

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜏2 𝑣𝑖 , 𝐻 −

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜌 𝑣𝑘 𝜏1 𝑣𝑘, 𝑣𝑖 +

+
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜏2 𝑣𝑗, 𝜎𝑖𝑗 −

𝜕

𝜕𝑥𝑖

1

2
𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑘, 𝑣𝑘

𝑝 ≈ 𝑝 𝜌 , 휀

𝜌 𝐸 = 𝜌 휀 +
1

2
𝑣𝑘 𝑣𝑘 + 𝜌

1

2
𝜏1 𝑣𝑘, 𝑣𝑘
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𝑓 = 𝑓 + 𝑓′ 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

𝜕 𝑓  

𝜕𝑡
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕 𝑓  

𝜕𝑥𝑖
 𝑓 + 𝑔 = 𝑓 + 𝑔  𝛼𝑓 = 𝛼 𝑓  

𝑓 = 𝜌𝑓 𝜌  , 

, , , 



𝜏1 𝑓, 𝑔 = 𝑓𝑔 − 𝑓 𝑔  

𝜏2 𝑓, 𝑔 = 𝑓𝑔 − 𝑓 𝑔  

𝜏1 𝑓, 𝑔, ℎ = 𝑓𝑔ℎ − 𝑓 𝜏1 𝑔, ℎ − 𝑔 𝜏1 𝑓, ℎ − ℎ 𝜏1 𝑓, 𝑔 − 𝑓 𝑔 ℎ  

Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

выражения для корреляционных моментов 

… 

возможно введение и других моментов 

Germano M., Turbulence: the filtering approach, J. Fluid Mech., 238, 325-336, 1992, doi: 

10.1017/S0022112092001733. 
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Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

замыкающие соотношения 

− 𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 = 2𝜇𝑢

𝜕 𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕 𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
−

1

3

𝜕 𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 −

2

3
𝑘𝑢𝛿𝑖𝑗 

𝜏2 𝑣𝑖 , 𝐻 ≈ −𝐶𝑝

𝜇𝑢

𝑃𝑟𝑡

𝜕 𝑇

𝜕𝑥𝑖
 

𝑞𝑖 = −𝐶𝑝

𝜇

𝑃𝑟

𝜕 𝑇

𝜕𝑥𝑖
 

𝜏2 𝑣𝑗 , 𝜎𝑖𝑗 −
1

2
𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘 ≈ 𝜇 +

𝜇𝑢

𝜎𝑘𝑢

𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑖
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Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

замыкающие соотношения 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 𝑘𝑢 +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌 𝑘𝑢 𝑣𝑖 = 𝑃𝑘𝑢 − 𝜌 휀𝑢 + 𝑇𝑘𝑢

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 휀𝑢 +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝜌 휀𝑢 𝑣𝑖 = 𝐶1𝜀

∗ 𝑃𝑘𝑢

휀𝑢

𝑘𝑢
− 𝐶2𝜀

∗
𝜌 휀𝑢

2

𝑘𝑢
+ 𝑇𝜀𝑢

 

𝑃𝑘𝑢 = − 𝜌 𝜏1 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗

𝜕 𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
 

𝑇𝑘𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜇 +

𝜇𝑢

𝜎𝑘𝑢

𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑖
 𝑇𝜀𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜇 +

𝜇𝑢

𝜎𝜀𝑢

𝜕휀𝑢

𝜕𝑥𝑖
 

𝑓𝑘 =
𝑘𝑢

𝑘
 𝑓𝜀 =

휀𝑢

휀
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𝜇𝑢 = 𝜌 𝐶𝜇𝑢
𝑘𝑢

2

휀𝑢
  



Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

замыкающие соотношения 

𝐶𝜇𝑢 = 𝐶𝜇 

𝑣𝑖 − 𝑣𝑖 = 0 При дополнительном предположении, что , можно получить 

𝐶1𝜀
∗ = 𝐶1𝜀 

𝐶2𝜀
∗ = 𝐶1𝜀 +

𝑓𝑘

𝑓𝜀
𝐶2𝜀 − 𝐶1𝜀  

𝜎𝑘𝑢 =
𝑓𝑘

2

𝑓𝜀
𝜎𝑘 𝜎𝜀𝑢 =

𝑓𝑘
2

𝑓𝜀
𝜎𝜀 , 

𝐶𝜇 = 0.09 𝜎𝑘 = 1 𝜎𝜀 = 1.3 𝐶1𝜀 = 1.44 𝐶2𝜀 = 1.92 

Константы стандартной k-ε модели 
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Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

масштабы турбулентности 

log 𝑘 

lo
g

𝐸
𝑘

𝑘
 

инерционный 
интервал 

диссипативный 
интервал 

генерационный 
интервал 

~
1

𝜂
 ~

1

𝜆
 ~

1

𝐿
~

휀

𝑘𝑡
3/2

 

интегральный масштаб тейлоровский масштаб колмогоровский масштаб 
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Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

масштабы турбулентности 

log 𝑘 

lo
g

𝐸
𝑘

𝑘
 

инерционный 
интервал 

диссипативный 
интервал 

генерационный 
интервал 

𝑘𝑢~𝑓𝑘 

~
1

∆
 

~
1

𝜂
 ~

1

𝜆
 ~

1

𝐿
~

휀

𝑘𝑡
3/2

 

интегральный масштаб тейлоровский масштаб колмогоровский масштаб 
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Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: оценка 

сеточного разрешения 

𝑙𝑟~
𝜈𝑢

3

휀𝑢

1/4

 𝜈𝑢 = 𝐶𝜇𝑢
𝑘𝑢

2

휀𝑢
  ∆~𝐶𝜇𝑢

3/4
𝑓𝑘

3/2 𝑘3/2

휀𝑢
 

𝑟∆ =
𝑓𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑒𝑓

3/2

 𝑓𝑘
𝑟𝑒𝑓

= 0.2 (соответствует «хорошему» МКВ) , 

, , 

∆≤ 𝑙𝑟  𝑙𝑟 - масштаб разрешаемых сеткой пульсаций , 

14/23 Кучугов П.А. 



Частично усреднённые уравнения Навье-Стокса: 

определение параметра fk 

 Постоянное значение fk 

 

 Динамическое значение fk 

Klapwijk M., Lloyd T., Vaz G., On the accuracy of partially averaged Navier-Stokes resolution estimates, Int. J. of 

Heat and Fluid Flow, 80, 108484, 2019, doi: 10.1016/j.ijheatfluidflow.2019.108484. 

15/23 Кучугов П.А. 

https://doi.org/10.1016/j.ijheatfluidflow.2019.108484


Численное решение системы частично усреднённых 

уравнений Навье-Стокса 

Тишкин В.Ф., Никишин В.В., Попов И.В., Фаворский А.П., Разносные схемы газовой динамики для задачи о 

развитии неустойчивости Рихтмайера-Мешкова, Мат. модел., 7, 5, 15-25, 1995. 
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𝜕𝑼

𝜕𝑡
+

𝜕𝑭𝑖
𝑎

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑭𝑖
𝜈

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑭𝑖
𝑡

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑺 

 Линейная аппроксимация консервативных величин  

на грани ячеек с использованием TVD ограничителей 

 

 Точное (итерационное) или приближённое (HLLC) решение  

задачи о распаде разрыва на гранях ячеек 

 

 Интегрирование по времени: РК3 

 

 Явно-неявное интегрирование по времени подсистемы с источником 

Реализовано в программном комплексе NUT3D 



Вихрь Тейлора-Грина: постановка задачи 

𝑢0 = 𝑉0 sin
𝑥

𝐿
cos

𝑦

𝐿
sin

𝑧

𝐿
 

𝑣0 = −𝑉0 cos
𝑥

𝐿
sin

𝑦

𝐿
sin

𝑧

𝐿
 

𝑤0 = 0 

𝑝0 = 𝑃0 +
1

16
𝜌0𝑉0

2 cos
2𝑥

𝐿
+ cos

2𝑦

𝐿
cos

2𝑧

𝐿
+ 2  

−𝜋𝐿 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝜋𝐿 

𝑉0 = 104 𝐿 = 1 𝑃0 = 106 

𝜌 = 𝜌0
𝑝0

𝑃0
  

𝜇 = 3.927 ∙ 10−3 

𝑅𝑒 =
𝜌0𝑉0𝐿

𝜇
= 3000 

𝛾 = 1.4 𝜌0 = 1.178 ∙ 10−3 

𝑀0 =
𝑉0

𝑐0
= 0.28 
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Вихрь Тейлора-Грина. Результаты без модели 

турбулентности 

Зависимость полной кинетической энергии от времени 

18/23 Кучугов П.А. 



Зависимость диссипации кинетической энергии от времени 

19/23 Кучугов П.А. 

Вихрь Тейлора-Грина. Результаты без модели 

турбулентности 



20/23 Кучугов П.А. 

Вихрь Тейлора-Грина. Результаты без модели 

турбулентности 

1003 2003 

Изоповерхности амплитуды завихренности в момент времени tc = 16.4, цветом 

обозначено значение плотности 

4003 



1003 

Временные зависимости отношения турбулентной кинетической энергии 

(неразрешаемые масштабы) к турбулентной кинетической энергии в начальный 

момент времени 

21/23 Кучугов П.А. 

Вихрь Тейлора-Грина. Результаты с моделью 

турбулентности 



Основные выводы и результаты 

 Подход с частичным усреднением уравнений Навье-Стокса имеет 

теоретический потенциал для балансирования между вычислительной 

стоимостью расчёта и качеством получаемых результатов, особенно в 

случае динамически меняющихся значений параметров, контролирующих 

переход модели между предельными случаями. 

 

 Однако с положительными свойствами гибридных методов увлекаются и 

негативные свойства базовых подходов, а именно, необходимость 

инициирования турбулентных пульсаций, определение граничных условий 

для турбулентных величин, отдельное описание поведения турбулентных 

величин вблизи стенок, калибровка моделей турбулентности для 

определения эмпирических констант и т.д. Большое количество сделанных 

допущений при получении системы уравнений затрудняет контроль области 

их применимости. 

 

 Отдельного рассмотрения в рамках частично усредненных уравнений 

Навье-Стокса требуют замыкающие термодинамические соотношения и 

транспортные коэффициенты. 
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